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RESUMEN 
Este trabajo contiene una panoramica de desarrollos recientes 
en la teoria de la cointegraci6n entre un conjunto de series 
temporales integradas. La cointegraci6n de dichas se ries implica 
la existencia de relaciones entre las mismas que tiene caracter 
estacionario y por tanto representa una forma natural de definir 
relaciones de equilibrio a largo plazo entre las variables. En el 
trabajo se recogen aportaciones recientes referentes a la repre-
sentaci6n, estimaci6n, contrastaci6n y predicci6n en sistemas 
cointegrados, incorporando la posibilidad de cointegraci6n en 
diferentes frecuencias temporales. 
Clasificacion AMS: 90A20, 62M20, 62P20. 
Palabras c/ave: Cointegraci6n, Tendencias, Mecanismo de Co-
rrecci6n dei Error. 
(*) Este artfculo ha sido preparado para Estadlstica Espafiola. Su contenido se ha visto benefi-
ciado por comentarios de A. Banerjee, A. Escribano, J. Galbraith, D. Hendry, T. Jenkinson, 
D. Pena y participantes en seminarios en las universidades de Londres, Parfs y Valencia, 
en el Banco de Espana y en el Instituto Nacional de Estadfstica. 
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1. INTRODUCClON 
La mayorfa dei trabajo econometrico esta asentado sobre el supuesto de 
estacionariedad. Hasta hace poco tiempo este supuesto apenas se cuestio-
naba y el analisis economico procedfa como si todas las series temporales 
economicas fuesen estacionarias, al menos alrededor de tendencias deter-
minfsticas. Las series estacionarias deben tener, al menos, medias y varian-
zas incondicionales constantes, un supuesto que raramente se verifica en 
economia. La importancia de dicho supuesto ha sido reconocida durante 
mucho tiempo, sobre todo desde que los importantes articulos de Granger 
y Newbold (1974) y Nelson y Plosser (1982) pusieron en alerta a la 
profesion sobre las consecuencias de la no estacionariedad. Las variables 
inregradas constituyen una clase especffica de variables no estacionarias 
con importantes propiedades tanto desde el punto de vista estadfstico 
como economico. Estas propiedades se derivan de la presencia de tenden-
cias estocasticas (raices unitarias), en vez de unicamente deterministicas, 
teniendo ias innovaciones de un praceso integrado caracter permanente en 
vez de transitorio. Por ejemplo, en terminos de analisis dei bienestar, ello 
implica que los costes de errares de expectativas producidos, por ejemplo, 
por variaciones en la polftica economica tienen un caracter mucho mas 
relevante que en el caso en que las perturbaciones fuesen puramente 
transitorias. 
En particular, la presencia de raices unitarias en muchas series economi-
cas resulta ser una implicacion teorica dei uso racional de la informacion 
disponible por parte de los agentes economicos. Ejemplos tfpicos entre 
variables financieras son los contratos a futuros, los precios de las accio-
nes, los tipos de interes nominales y reales y el tipo de cambio, mientras 
que entre las variables reales encontramos el para (histeresis), la inversion 
y el consumo. Quizas sea este ultimo el ejemplo mas conocido, derivado de 
aliadir expectativas racionales a la teoria de' la renta permanente. A la vista 
de esta epidemia de rafces unitarias en economfa, ha aparecido una litera-
tura voluminosa en estos ultimos alios sobre la contrastacion, estimacion y 
especificacion de modelos que contienen variables integradas, por 10 que el 
proposito de esta panoramica es proporcionar una guia a traves de esta 
literatura crecientemente compleja. Con el fin de limitar en 10 posible el 
contenido de este articulo, nos circunscribiremos al analisis de la cointegra-
ci on, es decir, al analisis de modelos multivariantes con series integradas. 
Resulta comprensible que en estos ultimos alios se haya producido un 
importante progreso asociado con el tema de la cointegracion '. La razon 
principal de este interes creciente reside en el hecho de que esta rama de 
investigacion abre la posibilidad de estimar y contrastar la existencia de 
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relaciones de equilibrio a largo plazo entre diversas variables, tal como 
sugiere la teorra economica. Tal como comentabamos previamente, la evi-
dencia emprrica sugiere que la mayorra de las series economicas son 
integradas, requiriendo un cierto grado de diferenciacion a fin de convertir-
las en estacionarias. Sin embargo, la teorra econ6mica raramente sugiere 
relaciones de equilibrio que no sean funciones estacionarias de las varia-
bles originales, esto es, sin transformar. Ello implica que, de acuerdo con la 
teorra economica, existen mecanismos eGonomicos que hacen que, a 10 
largo dei tiempo, las variables se comporten estocasticamente dei mismo 
modo. En otras palabras, mientras que las variables que conforman el 
modelo pueden ser todas ellas integradas, las desviaciones respecto a 
determinadas relaciones de equilibrio, sugeridas por la teorra resultan ser 
estacionarias. 
Se reconoce desde hace mucho tiempo que las tecnicas usuales de 
analisis de regresion, en presencia de variables integradas, puede lIevarnos 
a conclusiones erroneas, incluso cuando el analisis formal de este hecho 
sea reciente (vease Phillips (1986) )2. EI problema de las regresiones "es-
pureas", tal como fue puesto de manifiesto por Granger y Newbold (1974), 
produjo un grado creciente de desconfianza en el analisis econometrico. 
Ello condujo a muchos economistas a adoptar versiones extremas dei 
enfoque de Box y Jenkins (1976) a traves dei cual todas las series se 
convertian en series estacionarias, previamente al analisis de regresion, con 
10 que, en la mayorra de los casos, s610 se consideraban variables diferen-
ciadas (por ejemplo, en el enfoque de "funciones de transferencia"). Ello 
implicaba que, en general, este tipo de metodologra ignoraba las propieda-
des a largo plazo dei modelo ignorando, por tanto, las relaciones de equili-
brio sugeridas por la teorra economica. Todo ello dificultaba, en muchos 
casos, la interpretacion de los modelos. 
Una importante Irnea de investigaci6n que intentaba ofrecer una respues-
ta a dichos problemas, se baso en el uso de modelos de mecanismo de 
correccion deI error (ECM) en la modelizacion econometrica. La idea de 
modelar ecuaciones de comportamiento economico en forma de "servo-
mecanismos" que traten de corregir de forma sistematica errores cometi-
dos en el pasado, se remonta al trabajo de Sargan (1964), basado en ideas 
de Phillips (1954), y tiene la ventaja de retener informaci6n sobre el nivel 
de las variables y, consecuentemente, sobre las relaciones de equilibrio 
entre dichas variables. Numerosos ejemplos de aplicaciones satlsfactorias 
de este tipo de metodologra han aparecido posteriormente en la literatura 
(vease, por ejemplo, inter alia. Davidson et al. (1978), Hendry y Mizon 
(1978), Davidson y Hendry (1981) Currie (1981) y Salmon (1982)), mien-
tras que el analisis estadrstico subyacente ha sido desarrollado por Hendry 
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y Richard (1983, 1984). Aun asr, existia una laguna en la comprension de 
como los modelos de regresion con variables integradas podran conducir a 
terminos de error estacionarios e incluso ir mas alla y suponer perturbacio-
nes i.i.d. Esta laguna ha sido cubierta mediante un importante artrculo de 
Granger (1981), donde se establece, aunque de manera informal, la equiva-
lencia entre los conceptos de cointegracion y modelos ECM. Posteriormen-
te, Granger y Weiss (1983) y Engle y Granger (1987) han desarrollado 
formalmente las ideas anteriores a traves de un conjunto de teoremas de 
representacion que establecen las conexiones existentes entre dichos con-
ceptos. En resumen, se demuestra que un modelo ECM produce un conjun-
to de variables cointegradas y que la existencia de dicho conjunto implica 
una representacion de las variables en forma de un modelo ECM. En gran 
medida, el concepto de cointegracion provee un soporte estadrstico formal 
al uso de modelos ECM y proporciona adicionalmente un procedimiento 
generico para contrastar la validez de las predicciones, en terminos de 
relaciones de equilibrio, derivadas de diversas teorras economicas. 
EI artrculo esta organizado dei siguiente modo. La Seccion 2 ilustra 
bi'evemente el marco estadrstico necesario para analizar series integradas, 
concentrandose, en aras de simplicidad, en el caso mas simple de integra-
cion, i.e. el paseo aleatorio. La Seccion 3 analiza las restricciones que la 
existencia de cointegracion impone sobre las diversas representaciones de 
un sistema multivariante, asr como los metodos de descomposicion de 
dicho sistema en sus varios componentes integrados. Se presta especial 
atencion a sistemas integrados de primer orden, aunque otros casos mas 
generales tambien son brevemente analizados. La Seccion 4 trata de esti-
macion, contrastacion y prediccion en sistemas cointegrados. Finalmente, 
la seccion 5 extiende parte dei analisis previo a un marco de maxima 
verosimilitud, un enfoque desarrollado muy recientemente y que parece ser 
una de las Irneas de investigacion mas fructrferas para el futuro. 
2. PROPIEDADES ESTADISTICAS DE VARIABLES INTEGRADAS 
Una serie temporal debilmente estacionaria deberra tener media y varian-
za incondicionales invariantes con el tiempo. Sin embargo, la mayorra de 
las series economicas no satisfacen esta propiedad, al tener primer y 
segundos momentos que aumentar con el tamai'io muestral (vease Escriba-
no (1987) para la definicion precisa de integracion en el momento i-smo de 
un proceso estocastico)3. Tales series son no-estacionarias y pueden re-
querir un cierto grado de diferenciacion para lograr estacionariedad. Una 
variable que requiere d diferencias para inducir estacionariedad se denomi-
na integrada de orden d y se denota como I(d) (vease Granger (1982)). Un 
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ejemplo de serie 1(1) es el paseo aleatorio con deriva, cuyo proceso genera-
dor de los datos (PGO) es 
~ Yr = -IX Yr-1 + 11 + er; IX = 0, Yo = 0, et niid(O, a:) (1) 
o 
(2) 
Nos concentraremos en esta secci6n en las propiedades estadfsticas que 
se derivan de la presencia de una unica rafz unitaria como en (1). y para 
simplificar supondremos que 11=0. En general, las series integradas, como 
Yr, resultan ser funciones lineales de una tendencia (si 11 f. 0). Las desviacio-
nes de dicha tendencia, Sr' son no-estacionarias al resultar de la acumula-
ci6n de perturbaciones aleatorias pasadas, dando lugar al concepto de 
series integradas. 
Con el fin de generalizar la especificaci6n dei PG 0, abandonamos el 
supuesto simplificador de perturbaciones iid y pasamos a imponer ciertas 
condiciones mas generales sobre la secuencia {er}. Estas condiciones son 
necesarias si se quiere obtener distribuciones no degeneradas para el con-
junto de estadfsticos descritas posteriormente. EI conjunto mas debil de 
condiciones que puede imponerse se encuentra definido detaIladamente en 
Phillips (1987) y puede resumirse dei siguiente modo 
(a) E(er) = 0 Vt 
(b) sup EI erl ß < 00 para algun ß > 2 
(c) a2 = lim E(TI S~) existe y a2 > 0 
(d) er tiene una mixtura fuerte con coeficientes de mixtura IXm , tales que 
L d':'-2Ißi < 00. 
La condici6n (b) restringe el grado de heterogeneidad dei proceso, mien-
tras que (c) controla la normalizaci6n en un grado que permita la existencia 
de distribuciones asint6ticas no degeneradas. La varianza asint6tica a2 es 
igual a 2 nf(Ol, siendo f(O) el espectro de er evaluado en la frecuencia cero. 
La condici6n (d) modera el grado de dependencia temporal en relaci6n con 
la probabilidad de observaciones atrpicas (vease White (1984)). 
La generalidad dei anterior conjunto de condiciones implica que el mode-
10 (1) engloba una gran variedad de PG O's. Entre estos se encuentra 
virtualmente cualquier modelo ARIMA con una rafz unitaria e incluso mo-
delos ARMAX con una rafz unitaria y procesos ex6genos no integrados. 
Con el fin de derivar las distribuciones asint6ticas que nos interesan, es 
necesario, tal como ocurre en el marco estacionario, utilizar una sucesi6n 
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de variables aleatorias cuya convergencia se asegura a traves de determi-
nadas transformaciones. En terminos mas precisos, en el marco no estacio-
nario necesitamos construir la sucesi6n de sumas parciales { St} que ha de 
ser transformada de manera que sus elementos pertenezcan al espacio 
0(0,1) de todas las funciones de valor real en el intervalo [0,1] que son 
contfnuas por la derecha y tienen Ifmites finitos por la izquierda. Esto se 
logra mediante la sustituci6n de la serie original {St} por la sucesi6n 
concentrada 
(3) 
donde [z] representa la parte entera de z. Oe esta manera se concentra el 
dominio de {Yt} en el intervalo [0,1], indiciando las observaciones mediante 
r. As, por ejemplo, si T = 100, la observaci6n original Y50 estara indiciada por 
re(0,50, 0,51). La elecci6n de T 1/ 2 como grado de normalizaci6n asegura 
que la serie transformada no sea ni explosiva ni converja a cero. Por 
ejemplo si et es iid, entonces var(Yr) = T ~, con 10 que su desviaci6n tfpica 
sera de orden Op(TI/2) y, por tanto, este sera el orden elegido para modifi-
car el rango de { Yt }. 
Bajo el conjunto de condiciones (a)-(d), tendremos que cuando T ---7 00, 
Sr(r) ---7 aW(r), donde "---7 " denota convergencia debil en probabilidad. 
W(r) es un proceso de Wiener (0 movimiento Browniano) con varianza 
unitaria, que pertenece al espacio C[0,1] de funciones de variable real en el 
intervalo [0,1]. Este resultado de convergencia se conoce como Teorema 
de Oonsker (vease Billingsley (1968)). N6tese que W (r) se comporta como 
un paseo aleatorio en tiempo contfnuo, tal que para r fijo se distribuye 
como N (0, r) y tiene incrementos independientes. Ademas, una extensi6n 
dei teorema de Slutsky para variables aleatorias estacionarias, tambien se 
verifica en este contexto, en el sentido de que si g(.) es cualquier funci6n 
contfnua en C [0, 1], entonces Sr(r) ---7 aW (r) implica que g[SklJ ---7 
g[aW(rl]. Este resultado se conoce como Teorema de la Correspondencia 
Continua (vease Billingsley (1968) l. La diferencia mas importante entre la 
teorfa asint6tica aplicable a procesos estacionarios y la aplicable a proce-
sos integrados, reside en el hecho de que mientras en la primera los 
momentos muestrales convergen a constantes, en la segunda ~onvergen a 
variables aleatorias. Igualmente, como resultado de la ausencia de estacio-
nariedad y ergodicidad, los Teoremas Centrales dei Ifmite tradicionales se 
sustituyen por Teoremas Funcionales dei Limite (vease Billingsley 
(1968))4. 
Como ilustraci6n de los resultados anteriores, los siguientes momentos 
muestrales estandarizados convergen a funcionales de Wiener 
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(ii) r3/2 L Yt ---7 0"16 WIr) dr 
(iii) r ' L Yt-I et ---7 a2 / 2 [W (1 )2 - a: / a2] 
N6tense las divergencias entre las 6rdenes de magnitud de estos procesos 
limite con los correspondientes a los procesos estacionarios convenciona-
les, i.e. Op(T2) en vez de Op(T) en 0), Op(T3/ 2 )en vez de Op(T) en (ii) y 
Op(T) en vez de Op(T II2 ) en (iii). Estas diferencias iluminan las caracteristi-
cas no convencionales de la consistencia y distribuci6n de los coeficientes 
que sirven como base para contrastar raices unitarias y que seran de gran 
importancia en la discusi6n posterior dei concepto de cointegraci6n. 
Si, por ejemplo, se aplican minimos cuadrados ordinarios (MCO) a (1), 
resulta facil derivar en base a los procesos limites (iHiii), que el estimador 
de la pendiente, a, y su t-ratio convergen a las siguientes distribuciones 
limite (cuando .u=O) 
1 /2 [W ( 1 )2 - a: / a2] 
16 W(r)2 dr 
1/20" [W(1)2 - a: /a2] 
0", [f6 W(r)2 dr]1I2 
(4) 
(5) 
En (4) se observa que a converge a su verdadero valor, iX=O, a velocidad 
Op(r' ) en vez dei orden convencional Op(r1l2). Igualmente, en (5)' se 
observa que el t-ratio correspondiente tiene una distribuci6n limite no 
degenerada que difiere de la distribuci6n normal estandarizada que se 
utiliza en teoria asint6tica convencional. Las distribuciones empfricas de (4) 
y (5) han sido obtenidas por simulaci6n y constituyen la base de los 
contrastes de raices unitarias, tanto en sus versiones parametricas (vease, 
inter alia, Fuller (1976) Dickey y Fuller (1979, 1961), Evans y Savin 
(1981), Dickey et al. (1986) y Dickey y Pantula (1987)), como en las no 
parametricas (vease Phillips y Ouliaris (1988) y Perron (1988)). Tal como 
se hizo notar en la Introducci6n este es un tema que no se trata en la 
presente panoramica. 
3. COINTEGRACION Y SUS DIFERENTES REPRESENTACIONES 
En esta secci6n se extiende el concepto de proceso integrado, examinado 
en la secci6n anterior, a un contexto multivariante, analizando el concepto 
de cointegraci6n, es decir la posibilidad de la existencia de relaciones linea-
les entre variables integradas que resultan tener un orden menor de inte-
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graclon. EI caso mas interesante es aquel en que la relaci6n existente es 
estacionaria, 1(01. ya que en este caso puede aplicarse el analisis de regre-
si6n convencional. Ademas, se discuten las diferentes representaciones de 
procesos cointegrados, entre los cuales la mas util es aquella en terminos 
de modelos ECM, donde los agentes econ6micos utilizan "servo-
mecanismos" correctores de los errores cometidos previamente, de acuer-
do con una relaci6n de equilibrio preestablecido. 
3.1. Descomposici6n de una serie Temporal en Componentes 
Integrados 
Comenzamos por extender la definici6n de proceso integrado a un vector 
de se ries temporales. Sea {Xt} un proceso n-dimensional tal que, en ausen-
cia de componentes determinfsticos, tiene la siguiente representaci6n 
ARIMA multivariante 
(6) 
donde <I>(l) Y Oll) son (n x n) matrices de polinomios en el operador de 
desfases l, de orden p y q respectivamente. EI polinomio autorregresivo es 
tal que det <I>(l) tiene todas sus rafces fuera dei cfrculo unitario, excepto un 
numero d de rafces iguales a la unidad y <1>(0) = 0(0) = I 
De acuerdo con (6) definiremos a {Xt} como un proceso integrado de 
orden d, I (d), si tiene la siguiente representaci6n de Wold 
(7) 
donde C(l) = <I>*(l) O(l)/[det <I>(l)/(1-l)dj, siendo <I>*(l) la matriz adjunta 
de <I>(l). C(l) es una matriz de fracciones racionales que admiten un desa-
rrollo en serie con coeficiente decrecientes en forma exponencial. N6tese 
que el algebra de los procesos integrados es tal que si dl Y d2 representan 
los respectivos 6rdenes de integraci6n de dos series temporales, entonces 
(8) 
A partir de la representaci6n de Wold (7), el proceso {Xt} puede descom-
ponerse en sus componentes integrados de orden decreciente de la si-
guiente forma 
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Esta representaci6n se obtiene mediante un desarrollo de Tavlor de la 
matriz C(l) hasta el orden (d-1), dividiendo posteriormente por (1-l)d. Re-
sulta facilmente demostrable que la matriz residual C* (l) tiene un determi-
nante cuVas rarces se encuentran fuera dei circulo unitario. De esta manera 
se logra una descomposici6n de xt en terminos de sus varios componentes 
integrados, que puede reescribirse como 
X t = ~dl + ~d-1) + ... + ~TI + ~Ol (10) 
donde ~kl = [(-1 )d-k Cld-kl (1) (1-l)-k / (d-k) ! ] et, (k > 0) 
Resulta evidente de (10), que la descomposici6n no es unlca, Va que 
siempre pueden reordenarse los diferentes componentes, por ejemplo (~d-kl 
+ ~d-k-11 /2) de forma que tenga el mismo orden de integraci6n que ~d-kl. 
Entre las infinitas posibles descomposiciones de Xt' se ha escogido aquella 
en que ca da uno de los componentes tiene la representaci6n ARIMA mas 
sencilla. Resulta claro que (10) verifica esta propiedad V, en este sentido, se 
denominara descomposici6n can6nica. 
Seguidamente analizamos la existencia de combinaciones lineales de los 
elementos de Xt' tales que algunos (0 todos) de los componentes integra-
dos desaparezcan. En este sentido, se define a xt como cointegrada de 
orden k, C (eik) si existe un vector (1 xn), rx, tal que rx'xt sea I (d-k). Esto es, a 
partir de (10) 
rx'x
t 
= rx'~d-kl + ... + rx'~OIN I (d-k) 
la descomposici6n (11 ), de acuerdo con (1 O), implica que 
rx'C (1) = rx'C11I (1) = ... = rx'Cld-k+TI (1) = 0 
(11) 
(12) 
es decir ker CI1I (1 l' I {O} (i= 1, ... , d-k+ 1). Por tanto si definimos los 
espacios vectoriales 
s 
C = n ker [Clkl (1l'] 
S k=O (13) 
podemos alternativamente definir a xt como cointegrada C(d,k) si V solo si 
existe un vector rx tal que (X e Cd-k+T Y (X rI Cd_k 
Ejemplo 1: Si xt es C( 1,1 ), ello implica que existe, al menos, un vector rx tal 
aue rx'C(1)=0. 
la relaci6n existente entre los conceptos de cointegraci6n V equilibrio a 
largo plazo aparece ahora mas nrtida. Una manera natural de definir el 
equilibrio entre un conjunto de variables es postular una relaci6n dei tipo 
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C{Xt=O. Por ejemplo, si se supone que una cierta proporcion y de los aumen-
tos en la productividad laboral (q en logaritmos) se traslada a aumentos en 
el salario real ((w-p) en logaritmos). entonces, en equilibrio (aparte de 
constantes), se verifica la relacion w-p=yq. Por tanto si w-p-yq=.O en cual-
quier perfodo t, el mercado de trabajo estara en equilibrio (notese que si 
y=1, la relacion previa representa la condicion de primer orden de una 
empresa competitiva con una funcion de produccion Cobb-Douglas). Es 
claro que los salarios reales tenderan a responder con cierto retraso a los 
cambios en la productividad y la forma en que se restaura el equilibrio 
puede ser un proceso complejo. En este caso, la perturbacion et=wt-pt-yqt 
mide la desviacion de la relacion de equilibrio, 0 desequilibrio, en el perfodo 
t. Si (w-p)t y qt estan cointegradas, entonces, de acuerdo con las definicio-
nes anteriores, la desviacion e t ha de ser 1(0). Una forma obvia de contras-
tar esta teorfa es determinar el orden de integracion de et. Si no es posible 
rechazar la hipotesis nula de una rafz unitaria en e" no existira un mecanis-
mo de ajuste de los salarios reales a su valor de equilibrio, en cuyo caso la 
relacion postulada constituye un concepto irrelevante. La teorfa economica 
sugiere muchas relaciones de equilibrio similares a la anterior, por ejemplo, 
consumo y renta disponible (Campbell (1987) y Banerjee y Dolado 
(1988)); ti po de cambio nominal y nivel de precios relativos (Edison y 
Kloveland (1987)); renta nominal, tipo de interes y saldos nominales de 
dinero (Hendry y Ericsson (1986) y Dolado (1988))' tipos de interes a 
corto y largo plazo (Campbell y Shiller (1987)), etc. La contrapartida 
estadfstica a las anteriores relaciones de equilibrio es la existencia de 
cointegracion entre las variables previamente mencionadas. 
EI ejemplo anterior tiene tambien la virtud de ilustrar va rias caracterfs-
ticas dei concepto de cointegracion. As!, por ejemplo, si w t Y Pt estan 
cointegradas C (d,b), el vector de cointegracion ha de ser unico ya que si 
existiese cualquier otra combinacion lineal independiente de la anterior, 
siempre se podrfa expresar una variable en terminos de la otra anadiendo 0 
sustrayendo wt(o Pt) que es I (cl). Sin embargo, cuando se trata de mas de 
dos variables, por ejemplo w t' Pt Y qt' entonces puede existir mas de un 
vector de cointegracion. Asf P,-WF-ßq, representarfa una ecuacion de pre-
cios de "mark-up", que coexiste con la relacion de salarios. Notese que si 
existiesen, en este caso, tres vectores independientes, entonces las tres 
variables serfan estacionarias y cualquier relacion entre ellas tambien serfa 
estacionaria, con 10 que el concepto de cointegracion esta vacfo de conte-
nido. 
La existencia de cointegracion tambien posibilita la identificacion de mo-
delos que en un contexto estacionario no estarfan identificados. Para ilus-
trar este hecho, considerese el siguiente ejemplo tomado de Engle y 
COINTEGRACION: UNA PANORAMICA 337 
Granger (1987). Sup6ngase que xt=(Yt, Zt)' esta generado de acuerdo con el 
siguiente PG 0 
Ejemplo 2 
(14) 
eitNniid(O,af) (;=1,2) ; E(eite)=O 
Resulta claro que si Yt Y Zt' fuesen estacionarios, entonces a y ß no 
estarfan identificados. Sin embargo, dependiendo dei valor tomado por los 
para metros p/ S, surgen los siguientes cuatro casos 
(i) PT= 1, P2 < 1; implica que Yt Y Zt son I( 1) Y el vector de cointegraci6n 
es (1,a). N6tese que para un tamario muestral T suficientemente 
grande, la perturbaci6n vt tendra una varianza que ti ende a infinito. Por 
tanto, cualquier metodo de minimice la suma de cuadrados de los 
residuos, ponderada 0 no ponderada, identificara la segunda ecuaci6n 
con una muestra suficientemente grande. 
(ii) PT < 1, P2 = 1; implica, simetricamente al caso anterior, que Yt Y Zt son 
1(1) Y el vector identificado de cointegraci6n es (1 ,ß) 
(iii) PT=P2=1; implica que Yt Y Zt son I( 1) pero no existe ningun vector de 
cointegraci6n 
(iv) PT < 1, P2 < 1; implica que Yt Y Zt son 1(0), 10 que provoca falta de 
identificaci6n. 
Finalmente, n6tese que aunque la discusi6n previa ha sido desarrollada 
en terminos de un marco de relaciones estaticas entre variables integradas, 
no existe raz6n alguna para ignorar la existencia de relaciones dinamicas de 
cointegraci6n. Por ejemplo, sup6ngase el siguiente PG 0 
Ejemplo 3 
( 15) 
eit N niid (O,af) (;=1,2)' E(eit eJ) = 0 
Se deriva de (15) que Yt Y Zt son 1(2) Y de la primera ecuaci6n se deriva el 
vector de cointegraci6n (1 ,-ß,-)') que produce una combinaci6n lineal de y" 
Zt Y ~ Zt que es 1(0). N6tese que Yt Y Zt son C(2,1) y, por tanto, necesitan 
asociarse con otra variable'l (1 ), ~ Zt en este caso, para lograr una condici6n 
necesaria de cointegraci6n. 
338 ESTADISTICA ESPANOLA 
3.2. Teoremas de Representaci6n 
Una vez que el concepto de cointegracion ha sido analizado, es impor-
tante examinar las restricciones que impone sobre las diferentes represen-
taciones AR 0 MA que se derivan de la representacion general ARIMA 
expresada en (6). En linea con el articulo de Engle y Granger (1987), 
comenzaremos por analizar el caso mas sencillo de la clase de Teoremas 
de Representacion, que corresponde a que xt sea C (1,1). Por tanto cada 
elemento dei vector Xt' xit' es I( 1) y existen combinaciones lineales de 
dichos elementos que son 1(0). EI siguiente conjunto de resultados se 
conoce en la literatura como Teorema de Representacion de Granger 5. 
Sea {Xt } un proceso estocastico n-variante C( 1,1), tal que existen r vecto-
res de cointegracion (r::; n-1) agrupados en la matriz (nxr) r. Entonces 
existen las siguientes representaciones 
j) Representacion MA 
A partir de (7) con d=1, x t sigue el proceso MA 
(1-l)xt = C(l)Gt 
y de acuerdo con (11 ) 
a'C(1) =0-,;> r'C(1)=0 
(16) 
( 17) 
Por tanto, las filas de r pertenecen al espacio ker de C( 1)'. Como el 
numero de filas en C( 1) es n, igual al rango mas la dimension dei espacio 
ker (vease, por ejemplo Dhrymes (1978))' se sigue que 
rango C(1) = n-r 
por 10 que C (1 ) no tiene rango completo 
ii) Representacion AR 
la representacion (16) puede reescnbirse en forma AR 
A(l)xt = Gt 
donde, siendo I la matriz identidad, 




Por tanto, las filas de A(1) pertenecen al espacio ker de C(1)' y a partir 
de (17) puede escribirse dei siguiente modo: 
A(1) = sr' (21 ) 
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donde B es una matriz (nxr). Puesto que A( 1) e ker C (1), se sigue que 
rango A(1) = r 
339 
(22) 
Dado que A(1) es singular, la representaclon VAR sera tal que los proce-
dimientos numericos utilizados para calcular la representacion MA resulta-
ran altamente inestables, signo de multicolinealidad, 10 que dificulta el 
analisis de multiplicadores en las funciones impulso-respuesta. 
iii) Representacion ECM 
Utilizando un desarrallo de prim er orden de Taylor de A(L) alrededor de 
L= 1, se obtiene 
A (L) = A ( 1 ) + A * (L) (1 - L) (23) 
donde el determinante de A * (L) tiene sus rarces fuera dei circulo unitario. 
Sumando y restando A( 1) L a (23) y utilizando (21), se obtiene 
A(L)xt = [Br' L + A **(L) (1-Ll] xt = et (24) 
donde A**(L) = A(1l+A*(L). Por tanto A**(O) = A(1) + A*(O) y, dado (23)' 
A**(O) = I. Consecuentemente, (24) puede reescribirse en terminos de un 
modelo multivariante ECM 
(25) 
Notese que en la representacion (25) la existencia de cointegracion se 
deriva de la presencia de los niveles de las variables, de forma que la 
estimacion de modelos V AR en diferencias dara lugar a errares de especifi-
cacion si las variables estan cointegradas. Igualmente la estimacion de 
modelos V AR en niveles que ignoren las restricciones (21) presentan gra-
ves problemas al obtener la representacion MA, tal como se comento 
previamente. Sin embargo, Sims et al (1986) han demostrado reciente-
mente que en un modelo V AR donde exist'en relaciones de cointegracion 
entre las variables, siempre que cualquier variable pueda ser escrita como 
variable estacionaria con media cera, por ejemplo LWt< ~t Y (Yt-l-iXXt-l) Y sus 
desfases, en un modelo bivariante, sus coeficientes se distribuiran normaI-
mente de acuerdo con la teorra asintotica convencional. Como veremos 
posteriormente, esto no es completamente cierto cuando se trate de los 
coeficientes dei propio vector de cointegracion. 
La representacion (25) tambien ilustra la conexion existente entre los 
conceptos de cointegracion y "causalidad de Granger". Por ejemplo, si se 
trata de un sistema bivariante debera haber causalidad en la direccion 
Z-,? Y si el segundo elemento de la matriz B, que es (2x1), es nulo, 0 en la 
direccion Y-'? z si es el primer elemento el que es nulo. Si ambos elemen-
tos de.B difieren de cero, entonces existe causalidad en ambas direcciones 
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y ninguna de las variables puede considerarse como debilmente ex6genea 
con respecto a los para metros de la otra ecuaci6n (vease Engle et al. 
(1983)). En este ultimo caso existen restricciones no lineales a traves de 
las ecuaciones, y para su estimaci6n eficiente se necesita un procedimiento 
de informaci6n completa 
iv) Representaci6n TC (Tendencias Comunes) 
La idea subyacente a esta representaci6n, tal como ha sido sugerida por 
Aoki (1987) y Stock y Watson (1989)' es que si un grupo de variables 
estan cointegradas, debera existir un conjunto de tendencias estocasticas 
comunes que guien las representaciones ARI MA de las variables individual-
mente. Estas tendencias comunes desapareceran mediante el uso de deter-
minadas combinaciones lineales entre las variables. Con el fin de ilustrar 
este metodo de descomposici6n, utilicemos una versi6n de primer orden de 





Las tendencias estocasticas vienen dadas por ~T) = L e" mientras que el 
1 
segundo termino en (27) es estacionario, para t suficientemente grande, 
dado que las matrices Cj decaen exponencialmente para j suficientemente 
grande. A partir de (18) sabemos que el rango de C( 1) es n-( y por tanto 
existen (n-r) tendencias comunes en el sistema, de ahi la denominaci6n TC 
para esta representaci6n. 
Con el fin de ilustrar las diferentes representaciones examinadas en esta 
secci6n, considerese el siguiente ejemplo 
Ejemplo 4 
Supongamos que xt = (yt,Zt) tiene la siguiente representaci6n MA 
(1-L) (Yt) = (1-0,2L)-1 (1-0,6L °1~80L,6L) et Zt 0,2L 
Asi pues 
C(1) = (0,5 01,'°5) ----7 rango C(1) = 1 0,25 
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Por tanto, Yt Y Zt son C( 1,1). EI vector de cointegraci6n, normalizando el 
coeficiente de YI' es !X' = (1,-2) 
Invirtiendo la matriz MA, se obtiene la representaci6n AR 
donde 
N6tese a partir de (21) que 
Por tanto la representaci6n ECM viene dada por 
En este caso existe causalidad en ambas direcciones. Finalmente la re-
presentaci6n TC viene dada por, 
C - (0 2)i (-0,5 1 ) con i - , 0,25 -0,5 
N6tese que en la representaci6n TC, el producto interno !X'xt elimina las 
tendencias comunes y~1) Y ~1) 
3.3. Extensiones de los Teoremas de Representacion 
En esta secci6n se extienden los teoremas de la secci6n anterior, con 
especial atenci6n a la representaci6n ECM, a casos en que el vector x t tiene 
mas de una ralz unitaria 0 posee ralces unitarias en las frecuencias estacio-
nales. Con el fin de ilustrar la forma de proceder en casos mas generales, 
consideremos la representaci6n ECM en los ca sos de una doble ralz unita-
ria (1-L)2 Y de una ralz unitaria en la frecuencia semestral, (1-L2). 
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Ejemplo 5 
Supongamos que {xt } tiene la representacion de Wold 
(28) 
donde C(L) puede desarrollarse dei siguiente modo 
C (L) = Y I + Y 2 ( 1 - L) + C * ( 1 - L)2 (29) 
con v l=C(1), Y2 = -C(1i(1) y C*(L) es invertible. Supongamos que existe un 
vector de cointegracion a tal que 
a'YI = a'Y2 = 0 (30) 
A partir de la representacion V AR, se obtiene 
A(L) C(L) = (1-L)2 1"'""'7 A(1) C(1) = 0 (31) 
por 10 que A( 1) puede escribirse como 
A(1) = Ba' (32) 
Derivando (31) con respecto a L y evaluando en L= 1, se obtiene 
A'(1)C(1)+A(1) C'(1)=0 (33) 
Utilizando (30) y (32) se sigue que A'(1)C(1) = 0, de forma que A'(1) 
puede escribirse en la forma 
A'(1) = Da' (34) 
Utilizando un argumento similar al usado en la obtencion de (25), una 
expansion de A(L) similar a (29) conduce a la siguiente representacion 
ECM 
(35) 
con A**(O) = I 
Ejemplo 6 
Supongamos que {xt} tiene la representacion de Wold 
(36) 
La matriz C(L) puede escribirse como 
C(L) = YI(1-L) + y)1 +L) + C*(L) (1-L2) (37) 
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donde y, = C(-1)/2, Y2 = C(l )/2 y C*(l) es invertible 
A partir de la representacion VAR 
A(l) C(l) = (l-l) (1+l) 1--7 A(l) C(1) = A(-l) C(-l) = 0 (38) 
Asr pues, habra cointegracion en la rarz (1 +l) si existe un vector de 
cointegracion a, tal que a', {, = (x', C(-l) = O. De forma similar habra 
cointegracion en la rarz (1 - l) si existe un vector A 2 tal que a' 2 Y2 = a' 2 
C( 1) = O. Por tanto podemos expresar A( 1 )/2 = Ba' 2 y A(-l )/2 = Da',. Utili-
zando el desarrollo (37) para A(l) se obtiene la representacion ECM 
(39) 
con A**(O)=I 
Notese que si no existe cointegracion en (1 +lL a,=O y el segundo termi-
no en el lado derecho de (39) desaparece. Igualmente si no hay cointegra-
cion en (l-lL a2=O Y el primer termino no aparece en (39). 
Argumentos similares pueden utilizarse para obtener las representacio-
nes ECM para otras frecuencias estacionales p.1 caso de periodicidad 
trimestral, vease Engle et al. (1988) y Banerjeb (1989)) e incluso 
cuando existen rarces en frecuencias regulares y estacionales (vease 
Osborn et al. (1989) ). 
4. ESTIMACION, CONTRASTAClON Y PREDICCION EN SISTEMAS 
COINTEGRADOS 
En esta seccion se discuten aspectos relativos a la estimacion, contrasta-
cion y prediccion en sistemas cointegrados. Con el fin de simplificar el 
analisis limitaremos la discusion a sistemas C( 1,1 L ofreciendo generaliza-
ciones cuando sea necesario 
4.1. Estimaci6n de Vectores de Cointegraci6n 
Considerese el problema de estimar el vector de cointegracion a en el 
siguiente modelo estatico 
(40) 
Si todos los elementos de x t son 1(1 L en general cualquier combinacion 
de dichas variables sera 1(1 L excepto en el caso de la combinacion lineal 
dada por el vector a. Por tanto, casi todas las combinaciones lineales daran 
lugar a procesos e t con varianza asintoticamente infinita. Dado que un 
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procedimiento sencillo de estimaci6n, como MCO, minimiza la varianza de 
e t , el vector estimado Ce, despues de normalizar a la unidad el coeficiente de 
una de las variables, representara una excelente aproximaci6n al verdadero 
vector de cointegraci6n IX, si es que este existe. 
La sencillez dei resultado anterior explica, en gran proporci6n, por que el 
interes en el concepto de cointegraci6n ha explotado como si se tratase de 
una serie integrada. Ello implica que para parametrizar una relaci6n de 
equilibrio a largo plazo entre un conjunto de variables, todo 10 que se 
necesita es estimar, mediante MCO, una regresi6n estatica entre dichas 
variables. Esta regresi6n puede incluso estimarse en la primera eta pa dei 
proceso de especificaci6n dinamica, tal como sugieren Engle y Granger 
(1987) en el procedimiento en "dos etapas" que discutira posteriormente. 
En cualquier caso, dicha regresi6n puede utilizarse como un contraste 
inicial que indique la medida en que las predicciones de equilibrio sugeridas 
por la teorfa econ6mica estan en consonancia con los datos disponibles. De 
esta manera se tendra evidencia de si es fructffero emplear recursos poste-
riores en la modelizaci6n de la dinamica a corto plazo, alrededor de la 
relaci6n de equilibrio, tal como ilustra la representaci6n ECM. 
De acuerdo con la discusi6n anterior, el estimador minimocuadratico de 
cualquier vector de cointegraci6n convergera rapidamente a su verdadero 
valor. Para analizar esta propiedad considerese el siguiente PG D 
Ejemplo 7 
ß Z,= e, 
et~niid(O,(J;), f.t~niid(O,(J~); E(etf.s) = 0 
EI modelo que se estima es 
10 que da lugar al siguiente conjunto de resultados 
T(a-IX) -> f l (W) T(1-R 2) ---7 f3 (W) ; tx=o ---7 f4 (W) 
T1I2(~) ---7 f2(W) DW ---7 2 (1-p) 
donde fj(W) representan genericamente funcionales de procesos de Wiener 
dei ti po (i}-(iii) en la Secci6n 2 (vease Stock (1987)). La interpretaci6n de 
los resultados ilustra claramente la discusi6n informal previa. La pendiente 
estimador en la regresi6n estatica converge a su verdadero valor IX a 
velocidad Op(T-I) en vez de Op(T"1/2) como ocurre con series I (0). La 
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intuicion es clara ya que ä se computa con el ratio de una covarianza, que 
de acuerdo con (iii) es Op(T'), respecto a una varianza, que de acuerdo con 
(i) es Op(T2), dado que tante Yt como Zt son 1(1). Por tante el sesgo es 
Op(T'). Sin embargo, el t-ratio de a tiene una distribucion limite no dege-
nerada que, en general, no coincide con la normal estandarizada por 10 que 
los valores reportados de dicho estadistico carecen usualmente de sentido. 
Puesto que, en este caso, tante Yt como Zt carecen de deriva (los compo-
nentes deterministicos han sido sustraidos), ~ converge consistentemente a 
cero, pero a una velocidad Op(T'/2): EI coeficiente de correlacion multiple 
R2 tambien es Op(T') consistente de la unidad, reflejando el hecho de que 
en un modele bivariante cointegrado existe un unico vector de cointegra-
cion, por 10 que el producto de las pendientes en las regresiones de y sobre 
Z y de Z sobre y, es la unidad. Esta caracteristica sera explotada posterior-
mente. Finalmente, el estadistico Durbin-Watson (DW) converge al resulta-
do estandar, bajo el supuesto simplificador de una perturbacion AR (1 ). 
Un importante tema asociado a los resultados anteriores se refiere a la 
existencia de sesgos de simultaneidad 0 errores en las variables. Los ses-
gos que aparecen en dichas ocasiones, se derivan de las correlaciones 
existentes entre los regresores y las perturbaciones, que normalmente se 
suponen de orden Op(T). Sin embargo, dado que, por ejemplo, en el modele 
dei Ejemplo 7, L Zt et tiene un orden probabilistico inferior al de L Z:' tales 
sesgos desaparecen asintoticamente. Ello implica que, terminos de consis-
tencia de los estimadores, ninguno de los problemas anteriores importa. 
Ejemplo 8 
Considerese el modele canonico de errores en las variables 
donde E(z\ut) = E(z\et) = E(utet) = 0; plim T' Lx1= 0;; plim T' LX? = 0; .. 
EI estimador MCO de ß es tal que 
plim jJ = ß 0;. /0;< ß 
Por tante jJ esta sesgado a la baja y ademas no esta identificado, puesto 
que 0;. no puede estimarse a partir de los momentos muestrales. Maravall 
(1979) discute condiciones generales bajo las cuales la identificacion de ß 
es posible. Estas condiciones explotan ciertos rasgos de la dinamica dei 




X*t = P X*t_1 + Vt; I pi< 1; v t N niid(O, ~) 
E(vt Ut) = E(vt et) = ° 
Puesto que xt sigue el siguiente proceso ARIMA 
entonces p, a; y ~ pueden estimarse consistentemente a partir de los 
momentos muestrales Yxx' Yxx-I Y Y~-2. Sin embargo, si x*t es 1(1), i.e. p= 1, 
entonces y=O y ß puede ser identificado unicamente a partir de jj, que es 
consistente. 
Este resultado tiene implicaciones importantes para determinados argu-
mentos que abundan en textos de macroeconomia. Asi, por ejemplo, 
Friedman (1957) explica la divergencia existente entre las estimaciones de 
las propens iones media y marginal a consumir en base a un argumento 
basado en "errores en las variables", i.e. la confusi6n entre renta actual y 
permanente. Si la renta sigue un proceso integrado este argumento no es 
valido, tal como se ha visto previamente .• Stock (1988)' aplicando la teoria 
asint6tica de procesos de Wiener, demuestra que la propensi6n marginal a 
consumir presenta un sesgo negativo de 0,15 en la regresi6n estatica de 
consumo sobre renta. Ajustando dicho sesgo, demuestra que ambas pro-
pensiones son aproximadamente igual a la unidad. 
EI resultado mas importante de esta secci6n se refiere a la "super 
consistencia" de a. Sin embargo, tal como se apuntaba en el parrafo 
anterior, los sesgos, a pesar de ser Op(T'l, pu eden ser importantes en 
muestras finitas. Sup6ngase que los ratios de convergencia de dos estima-
dores fuesen T 1I2 y 10 10 TI, en este caso se necesitarian muestras muy 
grandes para que el segundo estimador dominase al primero. En un amplio 
estudio de Monte-Carlo, Banerjee et al. (1986) examinan los sesgos deriva-
dos de la regresi6n estatica. Dado que el coeficiente de correlaci6n multiple 
R2 converge a la unidad tambien a velocidad Op(T
'
), proponen (1-R 2) como 
una aproximaci6n al sesgo. Por ejemplo si se supone un PG D como en el 
Ejemplo 7, entonces la relaci6n entre sesgo y R2 resulta ser 
(41 ) 
Si T es suficientemente grande, IX=1 y R2=0.90, el valor de a estara 
alrededor de 0.9, 10 que implica un sesgo apreciable. Este resultado sugiere 
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que las relaciones de cointegracion estimadas en modelos estaticos con R2 
no muy cercanos a la unidad, deben interpretarse con escepticismo (vease, 
por ejemplo, Campbell y Shiller (1987), donde el R2 de la relacion entre 
tipos de interes a corto y largo plazo es 0.8). Sin embargo, resulta impor-
tante destacar que en el contexto de regresion multiple, el R2 de una 
ecuacion siempre aumenta cuando se introduce una variable adicional, por 
10 que un R2 alto no es condicion necesaria para la obtencion de sesgos 
reducidos. 
En el Ejemplo 7, el PG D es esencialmente estatico, con 10 que el modelo 
reproduce las caracteristicas dei PG D. En general, cuando la relacion entre 
Yr Y zr sea dinamica, el modelo estatico traslada toda la dinamica al residuo 
Ur. Los terminos dinamicos pu eden reparametrizarse en terminos de varia-
ble 1(0)' en la forma LlYr.i' Llzr.i Y (Y-1XZ)r.i donde los valores de i dependeran 
de la naturaleza dei proceso ARIMA multivariante que genere xr=(Yr' zl, tal 
como se muestra en la representacion ECM de un modelo C( 1,1) dada en 
(25). Con el fin de ofrecer una simple ilustracion de este hecho sustituyase 
la primera ecuacion en el PG D dei Ejemplo 7 por 
(42) 
La expresion anterior puede reparametrizarse como 
(43) 
donde 1X = (1X2+1X3 ) (1-1X,)·' y er = -( 1-1X,)·' [1X, Ll Yr+1X3 Ll zr-erl 
Puesto que Ll Yr Y Ll zr son I (0), er es 1(0) y contiene correlacion serial. 
Phillips (1988) demuestra que es precisamente la presencia de correlacion 
serial en er' el motivo de obtener sesgos en la estimacion de 1X en muestras 
finitas. Una alternativa obvia es la estimacion de 1X directamente a partir de 
(42) (cuando zr sea debllmente exogena, como en el presente caso), obteni-
do a partir dei ratio 0:=( 1 -0:,).' (0:,+0:3 ). En este caso la perturbacion er 
carece de correlacion serial. Banerjee et al. (1986) comparan, mediante 
simulacion, los sesgos que se obtienen por ambos metodos, regresion 
estatica y dinamica, obteniendo una clara ventaja dei metodo dinamico. 
Finalmente, otra importante implicacion que se deriva de la existencia de 
cointegracion, es que, en contraste con el analisis estandar de regresion 
donde la multicolinealidad se considera un problema, en el contexto de 
sistemas cointegrados dinamicos, su existencia es esencial. Por ejemplo, 
considerese el modelo (42) reparametrizado como 
(44) 
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Tlpicamente Yr-I Y zr_I senin altamente colineales y consecuentemente sus 
t-ratios seran bajos. Eliminar cualquiera de las dos variables serfa una 
solucion desastrosa al problema de multicolinealidad, puesto que en ese 
caso el regresando serfa 1(0) y el conjunto de los regresores, 1(1). Siendo 
1(1), los segundos momentos de Yr-l Y zt-1 san muy grandes relativamente a 
los de Ll Zr y, par tanto, cuando la matriz (X'X) se invierta, la submatriz que 
incluye Yr-l Y Zr-l tendra una "quasi-singularidad" correspondiente al vector 
de cointegracion (1 ,-a). Esto, sin embargo, no es un probierna, pues todo 10 
que se necesita es parametrizar (44) en la forma ECM, esto es 
(45) 
donde los regresores son ahora mucho menos colineales. En este sentido, 
la presencia de multicolinealidad es un signa de la existencia de cointegra-
cion en la relacion estimada. 
4.2. Procedimientos de estimaci6n en dos eta pas: Estatica y Dinamica 
Una vez que el vector de cointegracion a ha sido estimado a partir de 
una regresion estatica dei tipo (43), Engle y Granger (1987) sugieren 
sustituir er-1 en la representacion ECM, par ejemplo (45), y estimar en una 
segunda eta pa los parametros a1 Y a2 asociados a las variables I (0). La 
intuicion subyacente a este procedimiento es que el estimador a, en la 
primera eta pa, es Op(T' ), mientras que los estimadores al y a2 , en la 
segunda eta pa, san Op(T I / 2 ). Engle y Granger demuestran que los estima-
dores en dos eta pas de los coeficientes de una ecuacion perteneciente a un 
sistema ECM, utilizando a corno verdadero valor, tienen identicas distribu-
ciones Ifmite a las obtenidas a partir de estimadores maximoverosfmiles 
que utilicen el verdadero valor de a. Aplicaciones recientes de esta metodo-
logfa de estimacion, se encuentra, inter alia, en los trabajos de Hall (1986), 
Jenkinson (1986), Campbell y Shiller (1987), CampbelJ (1987) y Andres et 
al. (1989). 
Tal corno se mencionaba previamente, un procedimiento alternativo de 
estimacion en dos etapas, consiste en estimar_ directamente a a partir de la 
relacion dinamica, dei tipo (42), obteniendo a. Banerjee et al. (1988) de-
muestran los estimadores obtenidos par este procedimiento tienen las 
mismas propiedades que los anteriores. Ademas de la posible reduccion en 
sesgo de este segundo procedimiento (vease Banerjee et al. (1986)), cuan-
do zr es debilmeJ:lte exogena, es posible demostrar (vease Dolado y et al. 
(1989b)) que T(a-a) es asintoticamente normal mientras que T(a-a) no es 
normal, cuando el modele tiene dinamica. Puesto que muchos modelos de 
regresion pueden interpretarse corno distribuciones condicionales autono-
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mas 0, en otras palabras, los regresores en dichos modelos son debilmente 
exogenos, en estos casos puede lIevarse a cabo inferencia sobre los coefi-
cientes de las variables que aparecen en la relacion de cointegracion. 
Como una cr(tica adicional dei primer procedimiento en dos etapas, 
90urieroux et al. (1987) examinan las velocidades de convergencia de ;X y 
a, bajo exogeneidad debil, cuando las variables son I (d). Se analizan tres 
ca sos de no estacionariedad, incluyendo diferenciacion fraccional, i.e. 
0,5< d< 1, d= 1 y d> 1, encontrando que los grados de qonvergencia de a 
son T(2d-1I, TI y TI, mientras que los correspondientes a a son r-d en todos 
los casos 6. A la vista de estos resultados, resulta claro que ~ converge 
mas rapidamente que a a su verdadero valor en todos los casos, excepto 
cuando d=1. Dado que d=1 es un caso tan especial, de ello se deriva cierta 
desconfianza hacia el procedimiento estatico en dos-etapas. 
Finalmente es necesario destacar la importancia de imponer las ra(ces 
unitarias, que se conoce que existen a fin de lIevar a cabo inferencia sobre 
el vector de cointegracion bajo la hipotesis de cointegracion. Tal como se 
mencionaba anteriormente, Sims et al. (1986) han demostrado la posibili-
dad de aplicar tecnicas estandar de contrastacion en modelos VAR con 
regresores integrados y en presencia de cointegracion. Sin embargo, este 
resultado no se verifica cuando se trata de hacer inferencia sobre los 
parametros dei vector de cointegracion (vease Phillips (1988) y Dolado et 
al. (1989b)), tal como se ilustra en el siguiente ejemplo 
Ejemplo 9 
Considerese el siguiente PG D 
Supongamos inicialmente que se impone 1X=1. Como las perturbaciones 
estan correlacionadas, ß ha de estimarse por maxima verosimilitud, que 
corresponde a estimar ß por MCO en el modelo ampliado 
donde y=pa//a2 Y E[wrG2rl=0. Puede, entonces, demostrarse que, de acuer-
do con (j)-(iii) en la Seccion 2 
T(/J-ß) --7 aw S~ V(r) dW(r) a)~ V 2 (r)dr MN 
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donde Pt(= L e2) ---7 V(r) y St(= L W) ---7 WIr). Dada que, por construcci6n, 
V y W son procesos de Wiener ihdependientes, es posible demostrar que el 
funcional de Wiener anterior sigue una mixtura de distribuciones normales 
(M N) (vease Phillips and Park (1988)) que es equivalente a la distribuci6n 
N(O,~a:/2). 
Sin embargo, si tX= 1 no se impone, sino que tX se estima, entonces es 
posible demostrar que el estimador maximoverosimil de ß en este caso, es 
tal que 
T(/J-ß) -> Y 
1/2[V(1)2_1] 
Sb V(r)2dr + 
Clw S~ V(r) dW(r) 
Clv Sb V 2(r) dr 
Puesto que el primer termino de la distribuci6n asint6tica corresponde a 
(4) (con a;= if), se conoce que esta distribuci6n no es estandar. Por tanto, 
a menos que y=O (p=O) la inferencia sobre ß ha de hacerse con distribucio-
nes simuladas. 
4.3. Contrastaci6n 
Contrastar la existencia de cointegraci6n entre un conjunto de variables 
corresponde a contrastar la existencia de una raiz unitaria. Por tanto, el 
analisis subyacente a este tipo de contraste, tal como se apunta brevemen-
te en la Secci6n 2, se aplica tambien a este caso. La diferencia estriba en 
que ahora se contrasta la presencia de una raiz unitaria en una serie 
construida, i.e. residuos minimocuadraticos, en vez de series originales. Por 
este motivo, los valores criticos de este tipo de contrastes han de ser 
ajustados al alza, ya que de otra forma el error de tipo 1 estaria exagerado. 
Si no se rechaza la existencia de raices unitarias en dichos residuos, las 
"desviaciones dei equilibrio" serian integradas y por tanto no existiria un 
mecanismo de ajuste sistematico dei sistema hacia la soluci6n de equili-
brio. 
En las aplicaciones empiricas los contrastes de mayor uso son el contras-
te de cointegraci6n basado en el estadistico Durbin-Watson (CRDW) y los 
contrastes de Dickey y Fuller (1979) en sus versiones simples (DF) y 
aumentado (ADF). EI contraste CRDW, sugerido por Sargan y Bhargava 
(1983) esta basado en la definici6n usual dei estadistico DW 
(46) 
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donde er son los residuos minimocuadnWcos de (40). Existen diverso~ 
problemas con este contraste. En efecto, mientras que cuando se trata de 
contrastar el grade de integracion de una serie (con una constante como 
unico regresor), los valores crfticos dei contraste, computados por Sargan y 
Bhargava, son exactos, el mismo contraste aplicado al caso de cointegra-
cion depende dei numero de regresores en la relacion de cointegracion, 
existiendo solo cotas de la region crftica. Esto ocurre porque, como en el 
caso estandar de aplicacion dei DW (basado en la hipotesis nula de pertur-
baciones incorrelacionadas), los valores crfticos exactos dei CRDW (basado 
en la hipotesis de una raiz unitaria en las perturbaciones) son una funcion 
dei PG D. Las cotas de este contraste proporcionan un intervalo que puede 
utilizarse para no rechazar la hipotesis nu la de ausencia de cointegracion, 
pero la amplitud de dicho intervalo au menta conforme 10 hace el numero 
de regresores. Sin el uso, por ejemplo, de la Rutina de Imhof (1961), es 
diflcil hacer inferencia cuando el valor dei CRDW cae dentro dei intervalo. 
Par supuesto, resulta factible computar valores crfticos exactos para un 
PGD dado. Ase Engle y Granger (1987) presentan valores criticos para un 
paseo aleatorio bivariante, pero dichos valores no son generalmente aplica-
bles a otros experimentos cuyos PG D sean mas complejos. En este sentido 
el CRDW resulta ser asint6ticamente similar (vease Cox y Hinkley (1974)) 
cuando el verdadero proceso seguido por las perturbaciones en un AR (1 ). 
Problemas similares afectan al estadistico DF, pero no afectan al ADF si 
el numero de desfases !J..er_i que aparecen en el contraste coincide con el 
dei PG D. En la practica el numero de desfases que se utiliza es, en gran 
medida, ad-hoc y ello afecta a la potencia dei contraste. Todo ello sugiere 
que quiza se deba prestar mayor atencion a las versiones no-pararnetricas 
(vease Ouliaris et al. (1988)) 0 recursivas y secuenciales (vease Dolado et 
al. (1989 a)) de dichos contrastes. 
Con fines ilustrativos se presenta en el Cuadro 1, los valores criticos 
(5%) de los tres contrastes anteriores, computados por Engle y Yoo 
(1987), donde el PG D es un paseo aleatorio n-variante, con n:::;; 5 
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CUADRO 1 
Valores Criticos dei Contraste de 
Cointegracion (5%) 
n T CRDW DF ADF 
50 0,78 -3,67 -3,29 
2 100 0,39 -3,37 -3,17 
200 0,20 -3,37 -3,25 
50 0,89 -4,11 -3,75 
3 100 0,45 -3,93 -3,62 
200 0,30 -3,78 -3,78 
50 1,10 -4,35 -3,98 
4 100 0,55 -4,22 -4,02 
200 0,40 -4,18 -4,13 
50 1,10 -4,76 -4,15 
5 100 0,66 -4,58 -4,36 
200 0,47 -4,48 -4,43 
Nota: Los valores criticos dei contraste CRDW han sido tornados 
de Engle y Granger (1987) para n=2. Los restantes valores 
han sido interpolados utilizando los resultados en Sargan y 
Bhargava (1983). Los valores crfticos de los contrastes DF y 
ADF han sido tornados de Engle y Yoo (1987). 
Tal como ocurre con los contrastes de ralces unitarias en senes temporales 
individuales es importante destacar la falta de potencia de estos contrastes 
cuando la verdadera ralz se encuentra en un entorno de la unidad. ASI, por 
ejemplo, Engle y Granger muestra que cuando el PG D de las perturbacio-
nes de la relacion de cointegracion es un AR( 1) con parametro igual a 0,9, 
las potencias de los contrastes CRDW, DF Y ADF (al 5%) son 20%, 15% y 
11 % respectivamente. Cuando se altera el PG D a un proceso AR mas 
general la potencia dei ADF es dei 60%, dominando a los contrastes 
CRDW y DF. A la vista de es tos resultados quiza resulte conveniente 
aconsejar el uso dei CRDW en una primera instancia, dada su simplicidad, 
y, en caso de incertidumbre sobre la posibilidad de rechazo de la hipotesis 
nula, utilizar el ADF 7. 
Un enfoque alternativo, discutido previamente, se basa en contrastar la 
presencia de cointegracion utilizando la solucion de equilibrio a largo plazo 
dei modelo dinamico, como en (42), especialmente cuando los regresores 
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sean debil 0 fuertemente exogenos. En la representacion ECM, como en 
(45), el t-ratio dei termine de correccion dei error, (a l -1)' es un estadfstico 
de interes, ya que si no existiese cointegracion deberfa converger a cero a 
velocidad Op(T 1). Banerjee et al. (1986) muestran, por simulacion como 
dicho t-ratio tiene el tamano adecuado al 5%, aunque los resultados de 
Dolado et al. (1989b) muestran que puede haber divergencias para otros 
PGD's. Sin embargo, de acuerdo con el estudio de Banerjee et al., la 
potencia de este contraste es muy superior a la de los contrastes basados 
en la regresion estatica. Una posible explicacion de esta ventaja comparati-
va reside en los sesgos en muestras finitas que presenta el enfoque esta-
tico. 
Finalmente, resulta importante comentar que, dada la fragilidad de los 
contrastes, otros procedimientos auxiliares menos refinados estadfstica-
mente puede resultar utiles. La observacion dei correlograma de los resi-
duos puede ayudar en gran medida. Granger y Weiss (1983) tambien 
sugieren aumentar los coeficientes estimados dei vector de cointegracion 
en una cierta proporcion, digamos el 10%, y examinar, entonces, si la suma 
de cuadrados de las desviaciones dei nuevo vector es bastante superior a 
la obtenida con el vector estimado. La intuicion de este procedimiento 
informal es clara, puesto que solo el uso dei verdadero vector de cointegra-
cion hara que dicha varianza sea finita y, por tanto, sera facilmente distin-
guible de otros ca sos. 
4.4. Predicci6n con Sistemas Cointegrados 
Tal como han demostrado Engle y Yoo (1987), las predicciones deriva-
das de sistemas cointegrados tienen una propiedad que no comparte los 
sistemas de variables integradas. Esta propiedad implica la existencia de 
combinaciones lineales de dichas predicciones que son identicamente cera 
para horizontes temporales largos, independientemente dei punto de origen 
y, ademas, la varianza dei error de prediccion de dichas combinaciones es 
finita, mientras que, para cualquier otra combinacion, diverge conforme se 
amplie el horizonte de prediccion. EI siguiente ejemplo ilustra esta propie-
dad. 
Ejemplo 10 
Considerese el proceso {xt } cuyo PG D es 
tal que xt es C( 1,1). Por tanto existe un vector a, tal que 
a'C(1) = a'(I-C 1) = 0 
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EI valor Xt+h puede expresarse recursivamente como 
Por tanto 
y 
Se sigue que 
IX' Xt+h1t = ° 
y 
var (IX' et+h1t ) = IX' Q IX < 00 
Con el fin de examinar el comportamiento predictivo de metodos de 
estimaci6n que ignoran la cointegraci6n existente y aquellos que la tienen 
en cuenta. Engle y Yoo analizan el comportamiento predictivo relativo a un 
sistema cointegrado estimado como un VAR irrestringido (equivalente a 
aplicar MCO ecuaci6n a ecuaci6n) y reparametrizado como un modelo 
ECM, aplicando el procedimiento estatico en dos eta pas EI PG D viene dado 
por 
( Yt) = (0,8 0,1) ( Yt-I ) + e
t Zt 0,8 0,6 xt_1 
(47) 
donde ambas variables son 1(1) y el vector de cointegraci6n es (1,-0,5). 
Los resultados, medidos a traves dei Error Cuadratico Medio de la Predic-
ci6n (ECMP) muestran una ligera ventaja dei metodo VAR hasta un hori-
zonte de 4 perfodos, probablemente debido al sesgo en la estimaci6n dei 
vector cointegrador, pero posteriormente el metodo ECM se muestra muy 
superior. Asf, despues de 20 perfodos, el ECMP dei modele ECM es un 
40% inferior al dei V AR, y probablemente esa mejora en la predicci6n serfa 
muy superior si el vector de cointegraci6n se hubiese estimado con menor 
sesgo. 
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5. ESTIMACION Y CONTRASTAClON EN UN CONTEXTO OE 
MAXIMA VEROSIMILITUO 
355 
EI proposito de esta secclon es el de ofrecer un resumen de ciertos 
desarrollos recientes (vease Johansen (1988) y Johansen y Juselius 
(1988)) que tratan los problemas de estimacion y contrastacion de siste-
mas cointegrados en un contexto de maxima verosimilitud 8. EI enfoque 
esta limitado, por el momento, a sistemas C( 1,1) que admiten la represen-
tacion V AR dada por 
(48) 
La hipotesis nula de interes es que la dimension dei subespacio de 
vectores de cointegracion es r, una hipotesis que, en este contexto, viene 
expresada mediante una simple formulacion parametrica en terminos de los 
vectores de cointegraci6n y sus ponderaciones respectivas. Se utiliza un 
procedimiento de maxima verosimilitud para contrastar dicha hipotesis. 
EI procedimiento se basa en la reparametrizacion de (48) en terminos de 
(49) 
donde A( 1) = 1- f A y n = - f A 
1 I I ;+1 I 
Si el sistema (49) esta cointegrado, se conoce, a partir de (21), que 
A(1 )=Br'. La hipotesis es, por tanto, Ho: rango A(1 )=r. Existen tres casos de 
interes. En primer lugar, si r=n entonces la matriz A( 1) tiene rango comple-
to por 10 que xt es estacionario. En segundo lugar, si r=O entonces no existe 
cointegracion y el modelo deberfa ser estimado en diferencias, eliminando 
el termino en niveles en (49). En tercer lugar si 0< r< n existen r vectores 
de cointegracion. 
La funcion de verosimilitud (en logs) de (49) puede escribirse dei siguien-
te modo 
(50) 
A continuacion se concentra la funcion L respecto a las matrices n/ s. 
Como es bien conocido dei analisis de regresion multivariante, ello se log ra 
mediante la obtencion de las matrices de residuos de las regresiones de l1xt 
Y xt_1 sobre L'1xt_1 ••• l1xt_P+I' denotando dichas matrices para ROt y R 11 respecti-
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vamente. Seguidamente se formula el siguiente modelo de regresion con-
centrado. 
(51) 
Dado que (51) es no lineal en las matrices B y r. solo es posible 
concentrar respecto a B si r se toma como dada. Por tanto, los regresores 
en (51) habran de ser interpretados como r'R 1t. Las soluciones obtenidas 
para B y Q vienen dadas por 
y 
Q(r) = Soo - SO/ r[r' Sl1rrt r's1O 
T 
tal que Sjj = T' L Rjt Rjt UJ=O, 1 ) 
I 
Por tanto, la funcion de verosimilitud concentrada viene dada por 
L*(r) = const -T /2 log IQ(r)1 





A partir de la siguiente conocida relacion entre determinantes de matri-
ces particionadas (vease Dhrymes (1978)) 
Soo SOl r I I' . I ·1 
r's r's r = sooll r Sl1 r -r S10 Soo SO/ r = 
10 11 
(56) 
se sigue que minimizar (55) es equivalente a 
(57) 
Puesto que la solucion al problema (57) carece claramente de unicidad, se 
impone la normalizacion r'sl1r= I, convirtiendo el problema en 
minll-r'S1OSobrl s.a. r'sl1r= I 
r 
(58) 
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La solucion al anterior problema es bien conocida en la literatura (vease, 
por ejemplo, Anderson (1984)) y se obtiene calculando los valores propios 
de la matriz 510 Söb 501 con respecto a la matriz 511, resolviendo 
• 
(59) 
Los vectores propios correspondientes vienen dados por 
(60) 
donde J es la delta de Kroenecker. 
Resulta posible demostrar que los valores propios ~/e(O, 1) y que los 
vectores de cointegracion agrupados en la matriz r. corresponden a los r 
vectores propios, v/(i= 1 ... r) asociados con los r valores propios mayores. 
Notese que los estimadores maximoveroslmiles de ni (;=2 .. .p) y de B y Q 
pueden obtenerse a partir de (49), (52) y (53) sustituyendo r por su 
estimador f. 
Con el fin de construir un contraste basado en el ratio de verosimilitud 
(LR). se sustituye (56) en (54). obteniendo 
A continuacion, utilizando (59) y la propiedad que establece que el 
determinante de una matriz es igual al producto de sus valores propios, 
bajo la hipotesis nula de que existen r vectores de cointegraci6n, la funcion 
L * toma el valor 
N TI I T ' ~ L*(r) = -- log 5 00 -- L log (1-)',.} + const 2 2 1 (62) 
donde los valores propios ~i han sido ordenados de mayor a menor 
(~1 > ... > 1,). EI maximo valor de la funcion, [*, correspondiente a la 
hipotesis no restringida, es igual a (62) con el sumatorio de 1 a n. por tanto 
el contraste LR de Ho: rango r = r frente a H 1: rango r = n viene dado por 
LR =2 ([* - [*)=-T f log (1-~,.) 
,+1 
(63) 
Johansen (1987) demuestra que la distribucion de LR no es estandar, 
correspondiendo a la version multivariante dei cuadrado de (i) en la 
Seccion 2, dada por la siguiente traza (tr) 
tr[ Sb W(r)a'N(r)'(Sb W(r)W'(r)dr)-1 Sb a'N(r)W' (r) 1 (64) 
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CUADRO 2 













NOTA: Los valores crfticos han sido tornados de Johansen y Juse-
lius (1988). 
Tambien es posible considerar hipotesis acerca de restricciones lineales 
en B y r bien separada 0 conjuntamente. Las hipotesis nulas acerca de B y 
r tiene la forma Ho: B=Hy y HoT=G'P mientras que la hipotesis conjunta 
sera H"o:Br' = Hy'P'G'. Las matrices H y G son (nxs) y (nxq) respectiva-
mente, reduciendo el numero de parametros en B a y(sxr) y en ra 'P(qxr) 
donde r< s < n y r< q< n. Todas estas hipotesis suponen restricciones so-
bre la matriz. A(1) que contiene n2 panimetros (nr+(n-r)r, bajo la hipotesis 
de cointegracionl, mientras que bajo Ho, H'o y H'o contiene sr+(n-r)r, qr+(n-r) 
y qr+(s-r)r respectivamente Johansen y Juselius (1988) demuestran que la 
formulacion de Wald de estos contrastes se distribuyen asint6ticamente 
como distribuciones Ji-cuadrado con (n-s)r, (n-q)r y (2n-q-s)r grados de 
libertad respectivamente. la intuici6n subyacente a. estos resultados es 
similar a la presentada en el Ejemplo 9. A este respecto, es posible demos-
trar que los resultados de Dolado et al. (1989b) acerca de la distribucion 
asintotica normal de r, son facilmente generalizables en este contexto, 
suponiendo que Q es diagonal y que si biji 0, entonces bik y bkj (k=1 ... n) 
son cero. En otras palabras, se elimina la posibilidad de que aparezca una 
misma relacion de cointegracion en mas de una ecuacion, 10 que unido a la 
diagonalidad de Q, implica la existencia de regresores debilmente exogenos 
respecto a los elementos de r. 
Finalmente, resulta interesante hacer notar la similitud dei anterior proce-
dimiento con el procedimiento de "tendencias comunes" desarrollado por 
Stock y Watson (1988b). Este ultimo procedimiento permite determinar el 
numero de vectores de cointegracion por medio dei contraste de la hipote-
sis nula de que el vector xt presenta (n-r) ralces unitarias distintas, frente a 
la alternativa de que tiene (n-m) (m > r) ralces unitarias. EI contraste se 
construye transformando xt tal que los primeros r componentes correspon-
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den a los componentes estacionarios, mientras que los restantes (n-r) 
correspondan a componentes integrados. Bajo la hip6tesis nula, los valores 
propios de la autorregresi6n de primer orden de los (n-r) componentes 
deberan ser igual a la unidad. Bajo la hip6tesis alternativa, solamente (n-m) 
valores propios habfan de ser igual a la unidad, de forma que el valor propio 
(n-m+ 1 )-smo debera ser inferior a la unidad. EI estadfstico dei contraste 
viene dado por T(Xn.m+I -1) y sus valores crfticos han sido obtenidos por 
simulaci6n, encontrandose en el artfculo de Stock y Watson. 
Notas 
1. Como muestra dei interes que ha despertado el tema podemos citar 
que, desde 1986, han aparecido en la literatura dos numeros especia-
les de revistas dedicadas al tema (vease Oxford Bulletin of Economics 
and Statistics (1986) y Journal of Economic Dynamics and Control 
(1988)) y tres panoramicas (vease Stock y Watson (1988al. Pagan y 
Wickens (1989) y Dolado, Jenkinson y Sosvilla-Rivero (1989). 
2. EI interes en el tema se remonta a nombres tan ilustres como Jevons 
(1884), Working (1934) yprincipalmente Vule (1926). 
3. A 10 largo de este artfculo se restringe la discusi6n al concepto de 
integraci6n en varianza. Un analisis excelente de dicho concepto aplica-
do a otros momentos se encuentra en Escribano (1987). 
4. Una discusi6n extensa äe las propiedades asint6ticas de procesos I (d) 
con d> 1 puede encontrarse en Gourieroux et al. (1987). 
5. Una ampliaci6n de los Teoremas de Representaci6n a procesos no 
lineales puede encontrarse en Escribano (1986). 
6. Para un analisis dei concepto de diferenciaci6n fraccional vease Gran-
ger y Joyeux (1980). 
7. Bajo una interpretaci6n similar puede lIevarse a cabo contrastes de 
cointegraci6n en diferentes frecuencias (vease Engle et al. (1988) Y 
Osborn et al. (1989)). 
8. Este enfoque esta claramente relacionado con el enfoque de analisis 
can6nico propuesto por Box y Tiao (1981) y Pefia y Box (1987). 
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COINTEGRATION: A GENERAL VIEW 
SUMMARY 
This paper provides a survey of recent developments in coin-
tegration theory among several integrated time-series. Cointe-
gration implies the existence of equilibrium relationships and 
therefore offers a generic route to define and test long run 
relationships among such time-series. The paper reviews results 
on representation, estimation, testing and prediction in cointe-
grated systems, addressing also the possibility of cointegration 
at different time frequencies. 
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COMENTARIOS 
ALVARO ESCRIBANO SAEZ 
Universidad Complutense de Madrid 
Quiero comenzar estas lineas dando la enhorabuena a J. J. Dolado por la 
excelente revision de la literatura que ha hecho. EI tema de cointegracion 
ha sido, y sigue siendo, un tema de gran interes para la profesion ya que 
sus implicaciones afectan tanto al investigador aplicado como al teorico. 
Como toda gran idea, la cointegraci6n cuestiona los fundamentos dei 
estado dei arte. En este caso, ha lIevado a desarrollar una teoria asintotica 
distinta de la que se suele encontrar en los libros de texto de Econometria 
y Estadlstica Matematica. EI cumulo de nuevos resultados que ello ha 
acarreado, supone un gran coste de entrada al no experto. EI autor ha 
demostrado a 10 largo de los ultimos articulos sobre el tema, que tiene una 
gran capacidad de sintesis y una gran habilidad para seleccionar los aspec-
tos fundamentales de esta literatura y preseritarlos de forma asequible para 
el no especialista. 
Para dar una idea de las limitaciones de esta panoramica me centrare en 
algunos aspectos que no han sido tratados por el autor y que considero de 
gran importancia. En concreto me voy a referir a cuatro temas diferentes. 
EI primero se refiere al supuesto de que los procesos estocasticos tienen 
media cero. Como el mismo reconoce este es un supuesto simplificador. EI 
problema reside en que es un supuesto que ciertamente no es inocuo. Las 
implicaciones dei mismo son importalltes, sobre tode cuando se trata de 
datos econ6micos ya que rara vez se cumple, 0 al menos es un tema 
debatible. A continuacion pasare a desarrollar mas extensamente este 
punto. 
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Desde ha ce muchos arios se discute sobre si las series economicas 
tienen tendencias de tipo determinrstico 0 estocastico. En el fondo esta 
cuesti6n se puede extender a si las series econ6micas tienen tendencias en 
la media 0 en la varianza. EI suponer que las series tienen media cera nos 
inclina a pensar que las series tienen tendencias de tipo estocastico y que 
la tendencia esta en la varianza y no en la media, vease Escribano 
(1987, a). Todo ello se deriva de suponer que las series son integradas con 
media cero. 
Emprricamente la polemica salpica a otras areas y de ahr que el supuesto 
sea mas fuerte. Por ejemplo, existe en la actualidad una polemica sobre si 
algunas variables econ6micas, como son la inversi6n y el producto interior 
bruto, son integradas de orden dos, I (2l, 0 son 1(1) con tendencias segmen-
tadas en las medias, vease Andres et al. (1990) para una discusi6n formal 
aplicada al ca so espanol. 
EI supuesto de media cera aun tiene mayores implicaciones cuando se 
trata dei tema de cointegraci6n. Pongamos un ejemplo. Supongamos que 
dos series son 1(1) con tendencias en las medias. Entonces para que se de 
una relaci6n de equilibrio a largo plazo, como de la que se habla en el 
artrculo, no es suficiente con que las variables esten cointegradas sino que 
ademas es necesario que tengan co-tendencias en la media. De 10 contra-
rio, la relaci6n de equilibrio no se observarra en la realidad 0 se observarfa 
muy po co frecuentemente. Para una discusi6n de este tema vease Escriba-
no (1987, a). 
EI segundo tema que quiero resaltar es el siguiente. A la hora de formular 
el modelo multivariante, el autor parte de la ecuaci6n (6) que es una 
representaci6n ARIMA (p,q) n-dimensional para de ahf lIegar a una repre-
sentaci6n de Wold multivariante, ecuaci6n (7). Por 10 tanto la matriz C(L) 
de la representaci6n de Wold es una matriz racional de polinomios finitos 
dei operador de retardos, L. EI autor podrra haber utilizado esta propiedad 
para mencionar una derivaci6n alternativa de los modelos de correcci6n de 
error basada en la descomposici6n de Smith-McMillan-Yoo, ver por ejem-
plo Yoo (1986) y Escribano (1990). Esta descomposicion ha resultado ser 
muy util en la derivaci6n de representaciones alternativas cuando las varia-
bles son integradas de 6rdenes mayores que uno. Una utilizaci6n de esta 
descomposici6n aplicada a frecuencias estacionales aparecera pr6xima-
mente en el numero monogratico sobre cointegraci6n de la revista Cuader-
nos Econ6micos de ICE. 
EI tercer tema que quiero resaltar es que cuando el interes reside en la 
estimaci6n de los coeficientes de la relaci6n dei largo plazo, la representa-
ci6n multivariante en forma de mecanismo de correcci6n de error, ecuaci6n 
(45), no tiene porque ser la mas apropiada. Bewley (1979) propuso una 
368 ESTADISTICA ESPANOLA 
representaci6n alternativa aunque observacionalmente equivalente, vease 
ecuaci6n (43). Es sorprendente que el autor no haya mencionado explfcita-
mente las ventajas y desventajas de cada una de ellas sobre todo cuando 
el mismo cita un artfculo suyo que trata especfficamente de este tema, 
vease Banerjee et al. (1988). 
EI cuarto tema se refiere a la no menci6n de posibles generalizaciones 
dei concepto de cointegraci6n. Entre ellas esta el tema de la multicointe-
graci6n, los conjuntos de atracci6n, modelos de correccion de error no 
lineales, cointegracion heterogenea, etc. Los interesados en estos temas 
pu eden consultar, por ejemplo el proximo numero monogriifico sobre coin-
tegracion de la revista Cuadernos Economicos de ICE y Escribano 
(1989, b). 
Por ultimo, y ya para terminar, quiero agradecer una vez mas al autor el 
esfuerzo simplificador y didactico que ha realizado para poder lieg ar a 
presentar esta excelente panoramica de una forma tan clara y rigurosa. 
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Felicito al autor por esta excelente panoramica de los multiples aspectos 
que el concepto de cointegraci6n representa en el analisis de series tempo-
rales. EI esfuerzo dedicado a presentar estos aspectos de manera asequible 
al lector y la abundancia de ejemplos no puede ser menos loable. 
La importancia dei concepto de cointegraci6n reside en servir de soporte 
estad(stico para reconciliar la teor(a econ6mica, empenada en sugerir rela-
ciones a largo plazo entre los niveles de ciertas series obviamente no 
estacionarias, con la prcktica econometrica que ha insistido, quiza mi6pi-
camente, en el analisis a corto plazo entre transformaciones estacionarias 
que eviten la obtenci6n de relaciones espureas. Si a esto anadimos una 
sencillez tante conceptual como operativa, resulta ser po co sorprendente 
que cointegraci6n sea una de esas nociones clave con las que, en esencia, 
muy pocos pu eden mostrarse en franco desacuerdo. AI contra rio, coin-
tegraci6n es hoy dia un importante catalizador de interesantes trabajos de 
investigaci6n econometrica. 
Es posible, sin embargo, ofrecer algunas consideraciones ampliando 0 
modificando el enfoque, mas que la esencia, con que el concepto se mane-
ja habitualmente. Es en este sentido en el que desear(a enmarcar el con-
cepto de cointegraci6n en el dominio de la frecuencia. Series cointegradas 
muestran, en el dominio dei tiempo, fluctuaciones comunes a largo plazo 
(c. f representaci6n TC). Esto se refleja, en el dominio de la frecuencia, en 
que el espectro de una transformaci6n estacionaria dei vector de series 
exhibe rango incompleto en la frecuencia origen. Obviamente podemos 
extender la idea anterior a cualesquiera otras frecuencias. En concreto el 
autor muestra c6mo la frecuencia estacional ha recibido recientemente 
alguna atenci6n, a la que podr(amos anadir el modele multivariante estu-
diado en Fernandez (1986, cap. 7) (*) el cual contiene factores comunes 
subyacentes con ra(ces en las frecuencias regular y estacional. Pero ade-
mas el enfoque espectral permite de esta manera imaginar una interesante 
extensi6n dei concepto que contemple cointegraci6n en bandas continuas 
de frecuencias; en este sentido podr(amos comprobar, por ejemplo, si cier-
tos indicadores mensuales dei ciclo econ6mico se muestran cointegrados, 
posiblemente con distintos desfases, en la banda ciclica (nI40, n/1 0). 
(*) Fernandez Macho, F. J. (1986), "Estimation and Testing in Multivariate Time Series 
Models", Ph. D. Thesis, London School of Economics. 
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Estas consideraciones son una pequeria muestra de las futuras lineas de 
investigaci6n en el campo de series cointegradas para las que la presentß 
panoramica sin duda provee una notable introducci6n. 
ANTONIO GARCIA FERRER 
Departamento de Amllisis Econ6mico 
Universidad Auton6ma de Madrid 
EI doctor Dolado nos presenta una panoramica excelente sobre un tema de 
maxima actualidad en Econometrra, como es el de la cointegraci6n. Vaya 
pues, por delante, mi felicitaci6n al autor por esta detallada exposici6n 
sobre un tema en donde sus propias aportaciones recientes validan, si ca be 
aun mas, la brillante exposici6n realizada en este trabajo. Dado el tremendo 
interes mostrado por el "nuevo paradigma", y el creciente numero de 
articulos dedicados al mismo, la tarea de escribir esta panoramica sobre el 
"estado de la cuesti6n", no es algo sencillo. Por ca da dia que se pasa sin 
"cerrar" el articulo, se corre el riesgo de dejar fuera dei mismo la ultima 
aportaci6n relevante. 
No siendo un especialista en cointegraci6n, mis comentarios, necesaria-
mente, van a estar mas alejados de los aspectos tecnicos dei trabajo que 
de las repercusiones practicas que esta aproximaci6n puede tener en el 
trabajo econometrico aplicado de los arios venideros. En concreto, hay dos 
aspectos practicos de la cointegraci6n que me preocupan: la implicaci6n 
te6rica de la supuesta presencia de rarces unitarias en muchas series 
econ6micas; y la estrategia de construcci6n de modelos econometricos 
sobre la base de variables cointegradas. Sobre estas dos cuestiones centra-
re mis comentarios. 
Antes de entrar de lIeno sobre estos aspectos qUlslera, sin embargo, 
comentar una cuesti6n previa sobre la hip6tesis de estacionariedad en el 
trabajo econometrico aplicado con anterioridad a la aparici6n dei concepto 
de cointegraci6n. En la Introducci6n dei trabajo se indica que dicho supues-
to apenas se cuestionaba y que el analisis econ6mico procedia como si 
todas las se ries econ6micas fuesen estacionarias. Esta afirmaci6n me pare-
ce algo exagerada y no ha ce justicia al trabajo pionero de Box y Jenkins 
hace ya mas de veinte anos [Por cierto, que el nombre de ARIMA lIeva 
implicito el concepto procesos "integrados"]. Desde entonces -con mayor 
(*) Trabajo a publicarse en la Revista Estadfstica Espariola. 
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o menor retraso- se ha ido reconociendo que las tecnicas usuales dei 
analisis de regresi6n suelen proporcionar resultados muy insatisfactorios en 
aquellas situaciones donde las variables contienen tendencias estocasticas. 
EI influyente trabajo posterior de Granger y Newbold proporcion6 (median-
te un sencillo ejemplo) una demostraci6n empfrica de los peligros reales de 
la utilizaci6n de modelos estaticos en econometrfa y de la posibilidad de 
generar regresiones espurias con series temporales no estacionarias. En 
este mismo sentido, quisiera mostrar mi desacuerdo con el doctor Dolado 
sobre la interpretaci6n de las funciones de transferencia y su aparente 
"incapacidad para detectar las propiedades a largo plazo dei modelo igno-
rando, por tanto, las relaciones de equilibrio sugeridas por la teoria econ6-
mica" (pag. 3). Dentro dei campo de las series temporales existen numero-
sos trabajos [vease, inter alia, dei Hoyo y Terceiro (1983)' Garcia-Ferrer y 
dei Hoyo (1987) y Flores (1987)] en donde utilizando esta aproximaci6n se 
analizan las implicaciones a corto y largo plazo de los distintos modelos 
obtenidos. 
Por 10 que se refiere a la "epidemia" de estudios sobre rafces unitarias en 
economfa, esta podria ser el resultado de dos tipos de ideas que fluyen 
dentro dei panorama actual. Por un lado, esta la cuesti6n sobre si la 
existencia de series econ6micas con rafces unitarias esta intimamente liga-
da 0 no con cuestiones importantes acerca dei comportamiento econ6mico 
de los agentes. Por otro, existe una sensaci6n generalizada de que la 
presencia de rafces unitarias en los datos complica considerablemente el 
analisis estadfstico y ha ce necesarios nuevos procedimientos validos para 
este caso. La lista de ejemplos tfpicos que se adscriben a alguna de estas 
dos ideas es exhaustiva: desde la hip6tesis de mercados eficientes a los 
tipos de cambio, y desde la funci6n de consumo a la modelizaci6n univa-
riante dei PNB. Sin embargo, tambien empiezan a ser numerosos los auto-
res [vease, inter alia, Sims (1988) y Christiano (1989)] que ponen seria-
mente en duda la relevancia te6rica de esta aproximaci6n e insisten en que 
las implicaciones te6ricas de la presencia de rafces unitarias s610 son 
validas bajo determinadas hip6tesis especiales (1). Asimismo, y desde un 
punto de vista empfrico, es posible demostrar la variabilidad considerable 
en los parametros de los modelos de "paseo aleatorio" cuando estos se 
estiman a traves de un algoritmo recursivo [dei Hoyo y Garcfa Ferrer 
(1989)]. 
(1) Por ejemplo, Sims (1984) demuestra como la intuicion detras de la hipotesis de 
mercados eficientes es aplicable realmente como una aproximacion en pequeiios intervalos de 
tiempo. 
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Oirectamente relacionados con la cuesti6n anterior aparecen los tests de 
cointegraci6n como tests sobre la existencia de rafces unitarias. Tomemos 
el Ejemplo 2 (p. 12) dei trabajo en donde el test sobre cointegraci6n es en 
realidad un test condicional (que depende de los valores de PI Y P2) a que Zt 
e Yt sean procesos I( 1). Como en realidad los valores de PI Y P2 son 
desconocidos, la potencia de los tests de rafces unitarias contra sus alterna-
tivas es, a menudo, muy baja V la posibilidad de cometer errores tipo II es 
considerable. Oe hecho, una limitaci6n muy importante de los tests de 
cointegraci6n es que -dados los tamarios tfpicos de las se ries econ6-
micas- poseen un nivel de discriminaci6n muv bajo a la hora de elegir 
entre distintas hip6tesis, especialmente en el caso de mas de dos variables. 
Por ejemplo, para tamarios muestrales comprendidos entre 100 V 150 
observaciones es diffcil distinguir entre un proceso integrado V otro estacio-
nario pero serialmente correlacionado. En este tipo de situaciones la aplica-
ci6n de los tests bavesianos usuales 0 dei recientemente propuesto por 
Sims (1989) parece altamente aconsejable. En este sentido, la baterfa de 
tests clasicos aplicados a la cointegraci6n puede plantear serios problemas 
en aquellos casos donde existan situaciones de conflicto V la decisi6n final 
tenga que basarse sobre consideraciones asint6ticas (2). Por otra parte, V 
dado el inten3s que tiene la modelizaci6n econometrica con datos Ge perio-
dicidad distinta a la anual, es importante hacer constar que, con excepci6n 
dei caso trimestral. [Hvlleberg et al. (1988)] no se han desarrollado todavfa 
los tests de cointegraci6n que permitan aplicar esta aproximaci6n a datos 
mensuales 0 semanales no estacionarios (3). 
Finalmente, me gustarfa comentar brevemente que ti pos de estrategias de 
construcci6n de modelos econometricos podrfan resultar al aplicar el con-
cepto de cointegraci6n. Por estrategia, entiendo todo el proceso de cons-
trucci6n de un modelo: desde la etapa de especificaci6n hasta la de predic-
ci6n post-muestral. En este sentido, V dada la relativa escasez de trabajos 
empfricos que conozco en esta Ifnea, la discusi6n ha de ser necesariamente 
especulativa. Sin embargo, como siempre que aparecen aplicaciones sobre 
una nueva metodologfa, me preocupa que una utilizaci6n poco cuidadosa 
de la misma pueda lIevar a determinadas conclusiones sobre polftica eco-
n6mica cuva comprensi6n resulta diffcil. Es mas, va he ofdo publicamente a 
mas de un especialista congratularse de la aparici6n dei concepto de 
(2) Un reciente trabajo de Schwert (1989) utilizando experimentos de Monte Carlo de-
muestra como los tests sobre rafces unitarias propuestos Said y Dickey, Phillips y Phillips y 
Perron, poseen distribuciones finitas distintas que los tradicionales de Fuller y Dickey-Fuller 
para procesos AR. 
(3) Veanse, por ejemplo, las conclusiones de Baillie y Selover (1987) a la hora de justificar 
el fracaso dei modele monetario de los ti pos de cambio. 
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cointegraci6n porque "demuestra que la estimaci6n por MCO de relaciones 
estaticas en niveles es basicamente correcta". Tambien he visto como se 
"calan" determinadas variables de una "relaci6n de equilibrio" sobre la 
base de tests asint6ticos con muestras de 20 observaciones. Vo mismo 
[Garda Ferrer (1988)] he encontrado resultados sorprendentes sobre la 
ausencia de cointegraci6n entre consumo y renta para el ca so espariol 
entre 1954 y 1984, 0 entre fecundidad y nupcialidad en Esparia a 10 largo 
dei presente siglo. l Es razonable afirmar que este tipo de relaciones 16gicas 
no constituyen una relaci6n de equilibrio? l Que estrategia seguir cuando 
las se ries analizadas presentan valores atlpicos importantes como es el 
caso de las series demograticas 0 dei propio PNB espariol? 
Mi comentario final tiene, por tanto, que referirse a un deseo de ver en 
funcionamiento practico las ideas expresadas en esta panoramica, y com-
probar si el supuesto potencial te6rico que el nuevo concepto arrastra se 
ve confirmado por un conjunto de aplicaciones mas convincentes que las 
realizadas hasta ahora. Ello no obsta, para que nuevamente felicite al 
doctor Dolado por el esplendido trabajo que nos ha presentado. 
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CESAR MOLINAS 
Ministerio de Economia y Hacienda 
EI trabajo de Dolado es, en mi opini6n, una exposici6n muy buena de las 
motivaciones y de los desarrollos recientes de la teor(a de variables cointe-
gradas. De hecho es la mas completa, rigurosa y -a la vez- intuitiva que 
conbzco y, por tode ello, creo que hay que celebrar que este escrita en 
castellano. 
En el marco conceptual de la teor(a deo la cointegraci6n se supera la 
antigua dicotomia entre estimaci6n en niveles versus estimaci6n en tasas 
de crecimiento. Ademas queda realzado el papel de la Teor(a Econ6mica en 
la especificaci6n de relaciones econometricas, al quedar mejor delimitado 
el largo plazo de las mismas. Por estas y otras razones, la teor(a de la 
cointegraci6n proporciona una disciplina intelectual de gran utilidad para el 
economista aplicado. 
Sin embargo sus aplicaciones no estan exentas de problemas serios. Voy 
a referirme, brevemente, a dos de ellos. En primer lugar, el orden de 
integrabilidad de muchas se ries macroecon6micas parece ser mas una 
propiedad de las muestras que de las series en sI. Es diflcil. por ejemplo, 
rechazar que el PI B real espanol sea una variable integrada de orden 2 con 
datos de la Contabilidad Nacional desde 1964. Lo mismo ocurre con 
COINTEGRACION: UNA PANORAMICA 375 
algunas componentes de la demanda agregada. Cuesta, sin embargo, creer 
que en perrodos mas prolongados de tiempo este tipo de variables exhiba 
una doble rarz unitaria. Ello implicarra admitir un grado de variabilidad que 
parece poco razonable desde una perspectiva mas secular. En cualquier 
caso, determinadas variables pueden aparecer como cointegradas en una 
muestra y como no cointegradas en otra debido a este tipo de problemas, y 
ello puede comprometer la buena especificacion de segun que modelos 
econometricos. 
En segundo lugar esta el problema de como contrastar la existencia 0 no 
de cointegraci6n entre diversas variables. En otro sitio (ver Molinas (1986)) 
he mostrado que la mayorra de los contrastes de cointegracion disponibles 
para el economista aplicado, son extremadamente sensibles a la hipotesis 
de que los errores de la relacion estatica de cointegracion sigan procesos 
autorregresivos. Si esto no se cumple, los errores de Tipo I, es decir el 
rechazo de la hipotesis de no cointegracion cuando es verdadera, pueden 
producirse con una frecuencia mucho mayor que la que da el nivel de 
significacion dei contraste. Ello es particularmente cierto cuando las varia-
bles que se estan investigando siguen procesos integrados de media movil, 
hecho frecuente en series economicas. EI peligro de aceptar como relacio-
nes de cointegracion regresiones completamente espurias es, en ese caso, 
grande, EI "caso de Molinas", como amablemente 10 bautizo Dolado, puede 
muy bien ser el de muchos investigadores aplicados. 
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ALFONSO NOVALES 
Universidad Complutense de Madrid y FEDEA 
Una vez mas, hemos de agradecer al Comite de Redaccion de Estadrstica 
Espariola el haber seleccionado uno de los temas mas debatidos en la 
practica econometrica actual como elemento de discusion en las paginas 
de la revista. Personalmente, agradezco la invitacion recibida para escribir 
unos comentarios acerca dei trabajo de J. J. Dolado, uno de los contrasta-
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dos especialistas en la materia. Su artfculo representa un examen bastante 
completo, si bien no elemental, de los resultados estadisticos concernientes 
al tema de la cointegracion de variables en un modelo lineal. 
No hay mucho que pueda decir acerca de la teoria estadistica que se ha 
desarrollado en este area, pues soy relativamente ajeno a dicha linea de 
investigacion. Como economista empirico, sigo los desarrollos que en ella 
se vienen produciendo, y quisiera simplemente exponer en estas paginas 
mi valoracion acerca de la relevancia practica dei problema, por si ello 
pudiera servir de elemento de discusi6n. 
LA EXISTENCIA OE RAICES UNITARIAS EN TEORIA ECONOMICA 
Una de las primeras cuestiones que conviene aclarar es la excesiva 
fijaci6n por las implicaciones que los modelos de equilibrio economico 
puedan tener acerca de la existencia de raices unitarias en variables econo-
micas. En muchas ocasiones, dicha impresion ha sido producida por una 
lectura inapropiada de dichos modelos. 
Creo que un caso sintomatico 10 representa el comportamiento dei con-
sumo agregado. A partir dei modelo de Hall (1978), comenzaron a oirse (y 
leerse) afirmaciones similares a esta: "Bajo expectativas racionales, si los 
agentes optimizan una funcion de utilidad intertemporal, el consumo obe-
dece un proceso de camino aleatorio" (ver una referencia no explicita en la 
introduccion dei articulo de J. J. Dolado). De este modo, tras dicho trabajo, 
aparecio en la literatura la tradicional secuencia de articulos tratando de 
contrastar dicha hipotesis utilizando datos de los mas diversos paises. Y, 
sin embargo, todo 10 que un modelo como el descrito asegura es que, en 
equilibrio, se tiene: 
(1) 
donde Uc denota la utilidad marginal dei consumo y J es el factor de t 
descuento intertemporal. Esta condicion de equilibrio no afirma mucho 
acerca dei comportamiento dei consumo en su modelizacion univariante, 
por dos razones (Vease Novales (1989) ): a) porque es una condicion sobre 
la utilidad marginal dei consumo, no sobre este, y b) porque es una condi-
eion no-lineal entre los tipos de interes y la utilidad marginal. 
Para poder derivar de i 1) una condicion sobre el consumo, es preciso 
suponer el tipo de interes real r t constante. Si ademas se supone igual a (), 
y si la funcion de utilidad se supone separable en el tiempo (y logaritmica, 
COINTEGRACION: UNA PANORAMICA 377 
por ejemplo}' se tendra la raiz unitaria en la serie de consumo como una 
implicacion teorica. Este conjunto de supuestos es suficientemente restric-
tivo como para' relativizar en gran medida el tipo de analisis empirico antes 
descrito. 
Por otra parte, la citada observacion es una caracteristica comun a los 
modelos de equilibrio intertemporal bajo expectativas racionales, como 
muestran las versiones lineal-cuadraticas de Sargent (1979), donde la va-
riable endogena para la que se resuelve el modelo como funcion de las 
"forcing variables" tiene un coeficiente en su propio retardo estrictamente 
inferior a la unidad 1. 
Dentro de los modelos financieros, la tantas veces mencionada raiz uni-
taria de las se ries de tipos de interes y tipos de cambio, no es estrictamen-
te valida desde el punto de vista teorico sino bajo supuestos igualmente 
restrictivos (ausencia de costes de transaccion y neutralidad al riesgo, entre 
otros). 
Lo que me sugieren estas consideraciones es que, si bien es cierto que la 
teorra economica debe ser el soporte fundamental de todo trabajo emprri-
co, no es menos cierto que existe un buen numero de cuestiones que son 
de total relevancia para un analisis emprrico riguroso, y acerca de los 
cuales la Teorra Economica no puede manifestarse. Uno de tales aspectos 
es la modificacion que experimentan las distintas implicaciones teoricas al 
variar la frecuencia de observacion de los datos. Podria conjeturarse que si 
una proposicion teorica resulta validada en un analisis emprrico, puede 
encontrarse una frecuencia diferente de observacion de las variables para 
la que dicha proposicion sera rechazada. Por ejemplo, la implicacion de 
paseo aleatorio para precios financieros debe entenderse en 10 que vale, 
pero no debe interpretarse como un salvaconducto para justificar su con-
trastacion empirica con todo tipo de datos y frecuencias de observacion. 
Dicho de otro modo, el posible rechazo de tal hipotesis con datos mensua-
les (construidos como medias de datos diarios) dei rndice de la bolsa de 
Madrid, no alterarra mi interpretacion y valoracion de la hipotesis de paseo 
aleatorio para los precios de activos en mercados eficientes. 
1 EI que la variable end6gena obedezca un proceso AR( 1) al que se incorporan las expecta-
tivas de valares futuros de variables ex6genas, se debe a que la especificaci6n de la funci6n 
objetivo no incluye, generalmente, mas de un retardo, par ejemplo, en los terminos de coste de 
ajuste dei stock de capital. 
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CONTRASTES OE COINTEGRACION 
La segunda dificultad que encuentro en esta literatura surge de la debili-
dad (baja potencia) que los contrastes de cointegraci6n tienen en la pnlc-
tica. Ello hace muchas veces diffcil de rechazar la hip6tesis de cointegra-
ci6n, aunque tampoco se rechazarfan otras alternativas. En ocasiones, ello 
conduce al investigador a examinar cuidadosamente los residuos de una 
determinada regresi6n para tratar de detectar indicios de no estacionarie-
dad y, en caso contra rio, no rechazar la hip6tesis de que los coeficientes 
estimados constituyen el vector de cointegraci6n (vease el final de la 
secci6n 4.3 en el artfculo de Dolado). 
Esta practica es la que me resulta realmente interesante, pues considero 
que es la unica valida en muestras dei tamario que habitualmente utiliza-
mos en el trabajo empfrico. EI analisis riguroso de los residuos de cualquier 
modelo econometrico es una practica esencial y la mejor lecci6n que 
supuestamente hemos aprendido de los ultimos 20 arios de analisis de 
se ries temporales. Es desde este punto de vista que contemplo la literatura 
sobre cointegraci6n: es, sin duda, una lIamada de atenci6n fundamental 
para todo analista de series temporales. Es, bastante mas que esto, para 
todo usuario de las distintas variantes de los metodos de estimaci6n mini-
mocuadraticos en modelos de regresi6n (veanse las recomendaciones en 
Stock y Watson (1988) ). 
Una dificultad adicional estriba en el hecho de que las longitudes mues-
trales con que en ocasiones nos vemos obligados a trabajar no son excesi-
vas, y dificultan en gran manera la detecci6n de relaciones entre variables 
que s610 se manifiestan a traves de un ciclo econ6mico completo. Ello no 
es un problema fundamental en un analisis que trate de detectar la estruc-
tura dinamica de las respuestas a corto plazo entre variables, pero sf puede 
serlo en 10 que afecta al analisis de cointegraci6n. ,Bien podr(a ocurrir que 
dos agregados macroecon6micos no aparezcan como cointegrados de 
acuerdo con los tests habituales (veanse los comentarios de A. Garcia 
Ferrer en este mismo volumen para un ejemplo), y diffcilmente debe negar-
se la existencia de relaci6n de equilibrio a largo plazo entre dichas varia-
bles. 
En definitiva, y en contra de las tajantes afirmaciones que en ocasiones 
se efectuan (vease la introducci6n al artfculo de Dolado asf como los 
comentarios en la Secci6n 4.3) la detecci6n mediante procedimientos de 
estadfstica clasica de vectores de cointegraci6n no debe considerarse con-
dici6n necesaria ni suficiente para creer que el vector de variables en 
estudio satisface una relaci6n de equilibrio a largo plazo. Dei mismo modo 
que tampoco es cierto que otras metodologfas alternativas de datos econ6-
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micos no puedan caracterizar las relaciones de equilibrio a largo plazo entre 
variables. 
Pero hay otros dos aspectos aun por desarrollar en esta linea de investi-
gacion que, unidos a los ya citados, hacen que considere aun con bastante 
precaucion sus conclusiones: uno es el relativo al tratamiento de la habitual 
ausencia de estacionariedad estacional de las variables economicas, obser-
vadas mensualmente 0 con mayor frecuencia. EI segundo aspecto es el de 
la dificultad de obtener la distribucion asintotica de modo explicito en 
muchos casos, 10 que conduce a la necesidad de construir mediante proce-
dimientos de Monte Carlo tablas estadisticas que son unicamente validas 
para el caso particular para el cual se construyeron. En este sentido, el 
analisis no parametrico, basado en procedimientos dei tipo "bootstrapping" 
podria resultar mas interesante que las practicas citadas. 
Para finalizar, ha aparecido recientemente una propuesta bien diferente 
(Sims (1989) ) acerca de la literatura de raices unitarias que considero que 
debiera ser de gran estimulo para quienes nos dedicamos al analisis econo-
mico. En ella, se recupera la tradicion bayesiana mas pura para sugerir (por 
mucho que resulta imposible resumir el trabajo en un par de Clfirmaciones) 
que la deteccion de raices unitarias puede deberse en muchos casos a la 
ausencia de formalizacion explicita de la opinion dei investigador acerca de 
los valores de los parametros objeto de interes; en un sentido mas preciso, 
Sims ilustra con varios ejemplos la validez dei tratamiento bayesiano y 10 
inapropiado de las distribuciones apriori "planas" en situaciones proximas 
a la existencia de raices unitarias. Lo interesante es que creo que muchos 
estariamos dispuestos a considerar que esta es la situacion habitual en las 
relaciones entre variables economicas. 
Creo que el progreso en una Ifnea de investigacion como la que discuti-
mos en este numero de Revista Espariola debe suponer el tratar de encon-
trar a las dificultades citadas, pero tambien el tener respuesta a alternativas 
como la que acabo de citar. EI articulo de J. J. Dolado debe verse por tod os 
quienes analizamos series de datos economicos como una contribucion 
muy relevante en cuanto que trata de presentar el estado de una cuestion 
que impregna todo trabajo empirico y que se halla en estado de plena 
ebullicion. Todo ello hace que el trabajo de Dolado haya sido seguramente 
de ardua realizacion. Sus colegas le debemos estar agradecidos. 
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En primer lugar, qUlslera felicitar al doctor Dolado por su interesante 
trabajo. Es un detallado repaso a las principales ideas de un area que 
muchas personas en la profesion consideran como el nexo de union entre 
los enfoques de la Econometria "tradicional" y "de series temporales", y a 
la que el propio autor ha hecho aportaciones relevantes. 
Mis comentarios se van a referir al apartado dei trabajo relacionado con 
los contrastes de cointegracion, desde el punto de vista de los contrastes 
de raiz unitaria. 
EI contraste mas recomendado en la literatura y mas empleado en apli-
caciones empiricas es el de Dickey-Fuller extendido (EDF), en su formula-
cion por Said y Dickey (1984). Esencialmente consiste en una regresion de 
la serie diferenciada sobre la serie en niveles retardada un periodo y sobre 
un conjunto de retardos de la propia serie en diferencias. EI numero de 
retardos se escoge de tal forma que la serie residual sea ruido blanco. EI 
contraste de la t asociado al coeficiente de la serie en niveles sigue asinto-
ticamente una distribucion tabulada en Fuller (1976). 
Sin embargo, aunque supuestamente valido para cualquier proceso 
ARMA (p,q), en un reciente trabiiljo Schwert (1989) muestra unos extensos 
ejercicios de simulacion para modelos ARIMA (p,dq) (p:; 1, d:; 1, q:; 1) 
en los que se aprecia claramente como las distribuciones empiricas de los 
contrastes EDF pueden ser muy diferentes de las distribuciones de referen-
cia, si el valor dei parametro de media movil es elevado (superior a 0.5 en 
general), incluso con tamaflos muestrales de 1.000 datos. Ademas, en el 
mismo artrculo, se expone como los contrastes aparentemente mas gene-
rales de Philips (1987) y Philips y Perron (1989) no solo no tienen un 
comportamiento mas fiable, si no que si los valores dei parametro de media 
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m6vil son superiores a 0.7, los contrastes no se distribuyen de forma 
parecida a su distribuci6n asint6tica ni si'quiera para muestras de tamarlO 
10.000. 
Una via alternativa podrla ser el contraste de Solo (1984) basado en el 
Multiplicador de Lagrange. Para modelos ARIMA (p,1,q) se formula corno 
sigue: dado el modelo (t= 1, ... , T). 
(1-a(1 )B)X(t) - a(2)DX(t-1) - ... - a(p) DX(t-p) = c(B) e(t) (1) 
DX(t) = X(t) - X(t-1) 
c(B) = 1 + c( 1)B + ... + c(q)Bq 
estimar el modelo (1) bajo la hip6tesis nula (a( 1) = 1) y obtener los 
residuos estimados e'(t). Construir los regresores n(t) como 
n(t-1) = X(t-1) / c(B) 
y efectuar la regresi6n de e'(t-1) sobre n(t-1), obteniendo el contraste LM 
como el TR 2 de la anterior regresi6n. Este contraste no se distribuye 
chi-cuadrado (ya que la serie X(t) no tiene varianza finita) si no que sigue 
las mismas distribuciones tabuladas por Fuller (1976). La potencia de este 
contraste en muestras finitas aun no se ha estudiado, aunque asint6tica-
mente es equivalente al EDF. 
Desde el punto de vista de su aplicaci6n, el problema basico de los 
contrastes EDF y sus derivados proviene de la no linealidad de la parte MA, 
ya que las aproximaciones autorregresivas hacen que la potencia dei con-
traste sea baja. Sin embargo si adoptamos el enfoque de Solo (1984) el 
problema se traslada a la correcta selecci6n de los 6rdenes p y q dei 
modelo ARMA en cuesti6n. 
EI analisis de las posibles consecuencias de estos hechos presenta una 
interesante via de investigaci6n que trabajos como el dei Dr. Dolado segu-
ramente estimularan. 
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Box y Jenkins publicaron su obra fundamental dei moderno Analisis de 
Se ries Temporales (AST) en 1970, aunque todavia hay muchos autores 
que 10 desconocen. La unica menci6n que recibe el enfoque B-J en esta 
panoramica (tercera frase dei cuarto parrafo)' ofrece una caracterizaci6n 
err6nea dei enfoque. EI enfoque B-J no se limita al estudio de las variables 
diferenciadas. 
Que la tipica serie temporal econ6mica no es estacionaria no fue descu-
bierto hace poco tiempo. EI analista B-J descubre esta importante regulari-
dad tan pronto como analice se ries econ6micas. Esto me ocurri6 hace 13 
arios; les habria ocurrido a Box y a Jenkins hace mas de 25. EI reconoci-
miento de esta regularidad no requiere el empleo de ninguno de los con-
trastes formales "de raices unitarias" como los inventados por Dickey y 
otros. De hecho, la aplicaci6n exclusiva de tales contrastes sin emplear los 
otros metodos B-J apropiados, constituye una practica poco recomendable 
aunque muy extendida entre autores de Econometria. 
La Cointegraci6n (CI), que entiendo en la versi6n general no solamente 
contemporanea, es un tipo de restricci6n dei modelo multivariante estocas-
ti co (MS) general. EI analista B-J de series temporales sabe detectar, 
contrastar e imponer esta clase de restricci6n en muchos tipos de MS sin 
referirse a la literatura que el Dr. Dolado resume y sin emplear la lIamada 
Teorema de Representaci6n de Granger (TRG) 0 el lIamado Modelo de 
Correcci6n de Errores (MCE), dos desarrollos que me parecen muy poco 
relevantes. 
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Son muchas las veces que he visto contrastada la hip6tesis que ahora se 
bautiza con el nombre de Cointegraci6n. Se ha rechazado en casi todos los 
casos que conozco. Mi experiencia indica que la CI no es un fen6meno 
frecuente en contextos econ6micamente interesantes. 
Cuando el analista B-J elabora un modelo de transferencia (UT), comien-
za realizando un analisis univariante estocastico (US) de cada variable 
output e input que ha elegido. Despues de formular un UT conceptual 
inicial, realiza las operaciones de identificacion (especificacion empi"rica) de 
las funciones de transferencia que describen la dependencia dei output 
respecto a los inputs, y pasa a la a estimacion eficiente dei UT inicial, 
empleando una estructura ARIMA dei ruido igual a la estructura US de la 
variable output. As! comienza el proceso iterativo de especificacion-
estimacion eficiente-diagnosis-reformulacion, proceso que termina cuando 
el analista ya no encuentra evidencia de mala especificacion. Si el numero 
de diferencias en la estructura dei ruido al final dei proceso es menor que 
el dei modelo US de la variable output, entonces el analista ha detectado la 
CI; si estos dos numeros de diferencias no difieren, el analista no ha 
encontrado la CI. Es t!pico que las variables presenten estructuras I MA, es 
decir, en los modelos US alguna(s) diferencia(s) se vera(n) parcialmente 
compensada(s) por estructuras MA( 1) invertibles con parametro(s) positi-
vo(s). Entonces la CI ocurre en el UT cuando un factor MA( 1), presente e 
invertible en el US dei output, resulta no-invertible en el ruido dei UT. No 
se encuentra la no-invertibilidad relevante en este contexto con frecuencia. 
Me resulta lIamativo que el Dr. Dolado y sus autores favoritos profesan 
creer que el mundo observado por la Econometri"a combina la no-
estacionariedad de la tlpica serie temporal economica y la CI como feno-
meno frecuente. Esta combinacion implica que el econometra no omite de 
su modelo ninguna variable economica ti"pica en la(s) lIamada(s) rela-
cion(es) de CI. As! se podri"a definir una especie de paradiso dei econome-
tra, un estado libre de ilusion que no me parece sensato esperar alcanzar 
salvo como excepcion accidental. 
EI Dr. Dolado sugiere que la CI es implicacion de muchas teori"as econo-
micas plausibles. Pero, cuando ocurre la CI, no puede existir ninguna varia-
ble omitida respecto a la cual la teori"a economica en cuestion necesitari"a 
una clausula ceteris paribus en su formulacion de la relacion de CI. Son 
muy pocas las teor!as economicas plausibles que se pu eden expresar sin 
ninguna clausula ceteris paribus. No creo que exista nada especial en la 
Teori"a Economica que favorezca la CI. 
La restriccion CI dei MS (6) es una restriccion de los parametros auto-
rregresivos exclusivamente; no restringe ni los parametros media-movil ni 
la matriz de varianzas-covarianzas contemporaneas. La CI no resuelve, ni 
384 ESTADISTICA ESPANOLA 
pretende resolver, el problema clasico de identificacion econometrica. No 
ofrece una interpretacion economica de las correlaciones cruzadas contem-
poraneas. Esto implica que ninguna de las representaciones que se maneja 
en esta literatura (las dei lIamado TRG, incluyendo el MCE) especifica 
ecuaciones de comportamiento, es decir, todas ellas son vacfas desde la 
perspectiva economica. 
He leido los trabajos que el Dr. Dolado cita (en el primer parrafo despues 
dei Ejemplo 1) como ejemplos de teorias economicas que sugieren la CI. 
Con pocas excepciones, que no incluyen los trabajos sobre la economia 
espariola, ni las teorias economicas citadas ni los informes de los analisis 
de datos me resultan convincentes. Me parece que se impone la hipotesis 
de CI en muchos de estos trabajos cuando la evidencia empirica adecuada-
mente evaluada no la apoya. 
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Contestaci6n 
JUAN J. DOLADO 
385 
Los comentarios de mis distinguidos colegas son muy interesantes y 
constructivos y, sin duda alguna, enriquecen y situan en una perspectiva 
mas amplia algunas de las ideas vertidas en mi artfculo. Vaya por delante 
mi profundo agradecimiento a tod os ellos. Antes de proceder con aspectos 
concretos de la contestacion, quisiera, sin embargo, tomar prestadas las 
siguientes palabras de Antonio Garcfa Ferrer:"". Por cada dfa que se pasa 
sin "cerrar" el artfculo, se corre el riesgo de dejar fuera dei mismo la ultima 
aportacion relevante". Sirva tan amable frase para disculparme por el he-
cho de que muchos de los puntos que contienen los comentarios consti-
tuyen, en alguna medida, aportaciones relevantes que, a la hora de entregar 
el artfculo a los editores, a principios de 1989, todavfa estaban en su 
proceso de genesis. Creo que es un hecho caracterfstico que la literatura 
sobre rafces unitarias y cointegracion, tanto en sus aspectos economicos 
como estadfsticos, tiene un componente tendencial, a la vista dei gran 
numero de artfculos que los editores de las revistas profesionales especiali-
zadas estan incluyendo en sus ultimos numeros. Con ello quisiera en parte 
disculparme por la posible omision de aspectos de interes en la panoramica 
y agradecer de nuevo la tarea de los comentaristas en atraer la atencion 
dei lector sobre los mismos. 
Siguiendo mis preferencias de una metodologfa que vaya de "10 general 
a 10 particular" articulare mi contestacion en tres apartados con grado 
decreciente de generalidad, tratando de cubrir la mayorfa de las cuestiones 
contenidas en los comentarios. 
1. LA IMPORTANCIA OEL CONCEPTO OE COINTEGRACION 
EI profesor Tread,way descalifica el enfoque, caracterizandolo como un 
fenomeno poco frecuente en contextos economicamente interesantes. Me 
resulta diffcil entender un mundo en que cada proceso estocastico posea 
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una rafz unitaria V na exista ninguna caintegraci6n. Can ella na pretenda 
dagmatizar sabre la generalidad dei cancepta si na establecer un marco 
analftica en que sea pasible su cantrastaci6n. Persanalmente cuanda trata 
de canstruir un madela procura camenzar par farmular una tearfa sabre las 
relacianes de caintegraci6n patencialmente existentes entre las variables 
elegidas. Par ejempla si se trata de analizar la relaci6n entre cansuma V 
renta me inclina a pensar que se hallan caintegradas V, en aspectas especf-
ficas, la tearfa ecan6mica me avuda a elegir entre diversas medidas de las 
variables relevantes (renta dispanible V na renta dei trabaja, de acuerda can 
Campbell (1987)). Par supuesta na restringirfa la velacidad ajuste a la 
saluci6n de equilibria va que esta varfa entre diferentes pafses V depende 
pasiblemente de las mecanismas financieros existentes. A menuda uno. 
diseiia el madela en funci6n de las pasibles restriccianes que las agentes 
puedan experimentar en diversas mercadas, etc. (vease p. ej., el excelente 
trabaja de Andres et al. (1990) sabre el tema). En este sentida crea que la 
tearfa ecan6mica tiene alga que apartar V camenzar par impaner tadas las 
rafces unitarias en el sistema, me parece paca interesante. Estav de acuer-
da que desde at ras, aparentemente distintas, metadalagfas camo la descri-
ta par el prafesar Treadwav en su expasici6n dei enfaque UT, padrfa 
efectuarse el misma tipa de analisis, si bien en la mavarfa de los casas la 
practica habitual na suele ser tan rigurasa cama el propia Treadwav. En 
cualquier casa el enfaque na esta exenta de tantas 0. mas dificultades 
cama las encantradas en las metadas descritas en el artfcula, i.e. el lIama-
da "pile up problem" en la estimaci6n de rafces unitarias en la media 
m6vil, la interpretaci6n estructural dei madela V su tendencia a largo. plaza, 
etc. En cualquier casa, para su satisfacci6n, desea manifestarie que una 
interpretaci6n mucha menas dagmatica V mas rigurasa V canstructiva de 
su enfaque tambien puede encantrarse en la literatura "caintegradara" 
(vease Phillips V Ouliaris (1988) dande se adapta la existencia de cainte-
graci6n cama hip6tesis nula) sin que parezcan existir mativas claras para 
decantarse par la misma. 
2. LA POTENCIA OE LOS CONTRASTES OE COINTEGRACION 
Las prafesares Garcfa Ferrer, Malinas, Navales V Peria muestran su prea-
cupaci6n par la baja patencia de las cantrastes de integraci6n V caintegra-
ci6n can las tamarias muestrales can las que habitualmente trabajamas las 
ecan6metras. Supanga que esta respande a una lev de vida par la que 
distinguir entre una rafz de 0.95 V una rafz de 1.0 can una muestra finita 
resulta paca menas que impasible. Existen, sin embargo., diversas enfaques 
que mejaran las prapiedades de las cantrastes, muchas de ellas citadas par 
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los propios autores en sus comentarios. A modo de ejemplo, citare el 
trabajo de Hall (1989) en el marco de modelos con medias moviles altas, 
estimando por variables instrumentales, 0 el procedimiento diseflado por 
Hansen (1990) basado en la iteracion dei metodo Cochrane-Orcutt. Javier 
Hidalgo y yo mismo (1990) hemos intentado refinar el procedimiento de 
Said y Dickey (1985) comentado por el profesor Pefla. En cualquier caso, 
como bien ha puesto de manifiesto Phillips (1988), la teorla asintotica de 
las series "cuasi-integradas" y las integradas no difiere en sus implicacio-
nes para muestras finitas 0 en otras palabras, las discontinuidades entre las 
ralces unitarias y las estacionarias (explosivas) solo ocurre en el limite. 
Incluso desde el punto de vista de una valoracion economica en terminos 
~e teorla de bienestar, la existencia de ralces unitarias y "cuasi-unitarias" 
es esencialmente equivalente. En un mundo con incertidumbre donde se 
descuenta el futuro, si la alternativa a ralces unitarias es una reversion a la 
media extremadamente larga, entonces la distincion entre la hipotesis nula 
de ralz unitaria y la alternativa no contendra importantes consecuencias en 
terminos de bienestar social. En este sentido, los enfoques que tratan de 
medir el "tamaflo" de la ralz unitaria en la descomposicion de una serie 
temporal en sus diversos componentes (vease p. ej. Cochrane (1988) y el 
trabajo dei profesor Fernandez Macho) me parecen muy fructiferos. 
3. RAICES UNITARIAS Y CAMBIOS ESTRUCTURALES 
Tal como seflalan correctamente los profesores Escribano y Molinas, el 
supuesto simplificador adoptado en el artlculo de que los procesos estocas-
ticos tienen media cero, resulta excesivamente restrictivo y na da inocuo. Lo 
he adoptado para restringir la discusion a procesos con varianza explosiva, 
pero la existencia de componentes determinlsticos (medias, tendencias, 
observaciones atipicas, etc.) puede desvirtuar algunos de los resultados dei 
articulo. De nuevo en este frente, las noticias son buenas como 10 muestra 
el numero creciente de trabajos publicados sobre el tema (vease p. ej. Park 
y Phillips (1988) Perron (1989), Ouliaris et al. (1987) Banerjee et al. 
(1989) y el trabajo de los propios comentaristas mencionados). 
En resumen, la teorla de la cointegracion, a pesar dei gran numero de 
articulos escritos sobre el tema, se encuentra todavla en una etapa prelimi-
nar. EI interes mostrado sobre el tema por personas dei calibre de los 
comentaristas es sin duda una seflal de su progresivo avance en un futura 
proximo. 
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